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0. Introduktion til vejledningen
Pa fagets side pé fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forleb og materialer til
inspiration. Laseren opfordres ligeledes til at konsultere vejledningerne til de gvrige niveauer.

1. Identitet og formal

Lzreplanens afsnit om identitet: ”Matematik bygger pa abstraktion og logisk teenkning og omfatter
en lang raekke metoder til modellering og problembehandling. Matematik er uundveerlig i mange
erhverv, i naturvidenskab og teknologi, i medicin og gkologi, i skonomi og samfundsvidenskab, og
som grundlag for politisk beslutningstagen. Matematik er samtidig vasentlig i dagligdagen. Den
udbredte anvendelse af matematik bunder i fagets abstrakte natur og afspejler den erfaring, at
mange vidt forskellige fenomener opfarer sig ensartet. Nar hypoteser og teorier formuleres i ma-
tematikkens sprog, vindes der ofte herved ny indsigt. Matematik har ledsaget kulturens udvikling fra
de tidligste civilisationer og menneskenes fgrste overvejelser om tal og form. Videnskabsfaget ma-
tematik har udviklet sig i en stadig vekselvirkning mellem anvendelser og opbygning af teori.”

Lazreplanens afsnit om formal: ”Gennem undervisningen skal eleverne opna kendskab til vigtige
sider af matematikkens vekselvirkning med kultur, videnskab og teknologi. Endvidere skal de opna
indsigt i, hvorledes matematik kan bidrage til at forsta, formulere og behandle problemer inden for
forskellige fagomrader, savel som indsigt i matematisk reesonnement. Herved skal eleverne blive i
stand til bedre at kunne forholde sig til andres brug af matematik samt opna tilstraekkelige kompe-
tencer til at kunne gennemfare en videregaende uddannelse, hvori matematik indgar.”

2. Faglige mal og fagligt indhold

I lereplanens afsnit 2.1 er formuleret de faglige mél, som eleverne skal opna 1 undervisningen i ma-
tematik B-niveau. De faglige mal er grundlaget for bade skriftlig og mundtlig eksamen.

De faglige mal udmentes gennem undervisningen dels i kernestof, der er beskrevet i afsnit 2.2, og
dels 1 supplerende stof, der er beskrevet i afsnit 2.3. I undervisningen vil disse to kategorier af fag-
ligt stof ofte veere vaevet sammen. I leereplanens omtale af det supplerende stof hedder det: “Elever-
ne vil ikke kunne opfylde de faglige mal alene ved hjalp af kernestoffet. Det supplerende stof i faget
matematik, herunder samspillet med andre fag, skal perspektivere og uddybe kernestoffet, udvide
den faglige horisont og give plads til lokale gnsker og hensyn pa den enkelte skole.

For at eleverne kan leve op til alle de faglige mal, skal det supplerende stof, der udfylder ca. 1/3 af
undervisningen, bl.a. omfatte” en raekke narmere specificerede kategorier af emner.

I det folgende er de tre dele af hovedafsnit 2 skrevet sammen.

2.a Formler og ligninger
Ifolge laereplanen skal eleverne kunne “handtere simple formler, herunder kunne oversztte mellem
symbolholdigt og naturligt sprog, kunne redeggre for foreliggende symbolholdige beskrivelser af
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variabelsammenhznge og kunne anvende symbolholdigt sprog til at lgse simple problemer med
matematisk indhold”.

Héndtering af variabelsammenhange introduceres bedst gennem eksemplarisk materiale (se
Eksempel 201), der leder frem til fortrolighed med matematisk notation, definitioner og begreber.
Séaledes er verbale og symbolske reprasentationer i spil fra forste faerd.

I arbejdet med formler, ligninger og symbolholdige udtryk valges et eksempelmateriale, si eleverne
far indtryk af matematikkens mange anvendelser i andre fag samt af matematikkens beskrivelses-
kraft i hdndtering af sammenhange mellem variable, der er knyttet til virkelige feenomener. Inddra-
gelse af matematik-historiske perspektiver pd matematikkens anvendelse af symbolholdigt sprog
kan give eleverne indsigt i, hvorledes matematikkens symbolholdige sprog er trddt ind pé scenen
som et veerktej, der kan sammenfatte antagelser og viden fra matematik selv eller fra andre fag i
kompakt form. ”Nar hypoteser og teorier formuleres i matematikkens sprog, vindes der ofte herved
ny indsigt”, hedder det i leereplanens afsnit 1. Dette kan eksempelvis ske ved at lade eleverne mede
eller direkte arbejde med klip fra ®ldre matematiske tekster.

Anvendelse af symbolholdigt sprog indebarer bl.a., at eleverne kan redegere for, hvorledes simple
formler fremkommer, nér der indferes passende betegnelser for konstanter og variable sterrelser, og
at de er i stand til selv at opstille formler (se Eksempel 123) pa grundlag af en sproglig fremstilling
af nogle enkle sammenhe@nge, der forbinder de forskellige storrelser. Endvidere at de med ord kan
forklare, hvad en formel udtrykker, at de kan isolere ukendte storrelser, og at de kan satte tal kor-
rekt ind 1 formler.

Ifolge leereplanen omfatter kernestoffet: “formeludtryk til beskrivelse af ligefrem og omvendt pro-
portionalitet samt linesere sammenhange, polynomielle sammenhange, eksponentielle sammen-
haenge og potenssammenhange mellem variable”.

Det forventes sdledes, at eleverne kan hdndtere problemstillinger som:

— En glasmontre anbringes som vist pa figuren. Bordet udger bunden og vaggene udger to af
siderne i montren. Toppen og det resterende udskeres af en plade pa 3 x 2 meter. Der skee-
res som vist et kvadratisk hjerne med sidelengde x bort. Argumenter for, at montrens rum-
fang som funktion af siden X kan skrives pa formen...

— Afen kugle med radius 10 udskares en cylinder. Pa figuren ses et snit gennem cylinderens
akse, og dette er indlagt i et koordinatsystem. Ger rede for at cylinderens rumfang er givet
ved...

— Givet et datamateriale for nogle sammenherende vardier af stremstyrken I og spandings-
forskellen U i en bestemt situation. Det oplyses, at U og I er proportionale. Opstil en formel,
der viser ssmmenhangen. Givet en vaerdi af U, bestem en tilherende verdi af [ og omvendt.

— Givet et datamateriale for nogle sammenherende vardier af den frekvens fog den belge-
leengde A, som nogle radiostationer arbejder med. Det oplyses, at f og A er omvendt propor-
tionale. Opstil en formel, der viser sammenhangen. Givet en verdi af f, bestem en tilheren-
de veerdi af A og omvendt.

—  En pakke har form som en cylinder, se figuren. Cylinderens rumfang er V.=m-r* - I, hvor r
er cylinderens endefladeradius, og | er l&ngden af cylinderen. Opstil en formel for omkred-
sen af cylinderen. P4 grund af krav fra postvasenet skal der gelde, at summen af l&engden
og omkredsen af cylinderen skal vaere 250 cm. Opstil en formel der udtrykker dette. Udtryk
dern@st rumfanget V som funktion af r.
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— Nar spinat blancheres, @ndrer vitaminindholdet, y, sig (mélt i bestemte enheder) efter fol-
gende forskrift: y =31,5-0,887", hvor t er tiden. Bestem Yy for given vaerdi af t og omvendt.

Nitratindholdet i spinat &endrer sig samtidig og folger forskriften: z=20,3+61,4-0,884",

hvor t er tiden. Bestem nitratindholdet for given vaerdi af vitaminindholdet.
— Isoler Qi formlen: y* =Q-x—Qa+k
— Isoler n i formlen K,, = K¢ (1+r)"

— 6 forskellige storrelser er forbundet med formlen: ln(ﬁ) = E(L - i) . Bestem vardien af

k,” RT, T,
den ukendte storrelse, nér talvaerdierne for 5 af sterrelserne opgives.

— Det radioaktive stof strontium 90 henfalder med 2,45% pr ar. Et laboratorium indkeber 7 g
af stoffet 1 2004. Indfer passende betegnelser, og opskriv et matematisk udtryk, der beskri-
ver, hvor mange gram radioaktivt stof, der vil vere tilbage om et givet antal ar.

— For tovvaerk gaelder, at der er en sammenhang mellem brudstyrken og tovvarkets diameter.
For en bestemt type tovvaerk oplyses, at et tov med diameteren 20 mm har en brudstyrke pa
6000 kg, samt at brudstyrken bliver 3,5 gange sa stor, nar tovvarkets diameter bliver dob-
belt sé stor. Indfer passende betegnelser og opskriv et matematisk udtryk, der beskriver
sammenh@ngen mellem diameter og brudstyrke.

Ifolge laereplanen omfatter kernestoffet: ”regningsarternes hierarki, det udvidede potensbegreb,
ligningslasning med analytiske og grafiske metoder og med it-veerktgjer”.

— Arbejdet med regningsarternes hierarki og brekregning, med parentesregler, kvadratsatnin-
ger og algebraiske omformninger tilrettelaegges, sa det understotter arbejdet med den mate-
matiske teori, med matematisering og opgavelesning, og med héndtering af formler i andre
faglige sammenhange. Det samme gaelder udvidelsen af potensbegrebet og diskussion af
rodbegrebet. Symbolbehandlende programmer inddrages i arbejdet med mere komplicerede
udtryk.

— Ved arbejdet med formeludtryk fra andre fags problemstillinger kan eleverne mode ekspo-
nentiel notation og har siledes behov for at kunne reducere og at kunne handtere potensud-
tryk.

— Ligningslesning med analytiske metoder omfatter brug af nulreglen, lesning af forste og an-
dengradsligninger, af to linezre ligninger med to ubekendte samt simple ligninger med de
elementere funktioner. Der forudsattes en viden om sammenhangen mellem grad af poly-
nomier og antallet af redder, samt om faktorisering af 2. gradspolynomier. Séledes forventes
det, at eleverne kan opskrive et eksempel pa et 2. gradspolynomium, nar redderne er givet.

— En reekke matematiske problemer forer frem til opstilling af mere komplicerede ligninger,
eksempelvis, hvor der bade indgar polynomielle og transcendente udtryk. Sddanne proble-
mer héndteres med matematiske verktejsprogrammer. Nar problemerne hidrerer fra mate-
matiske modeller vil det ofte af konteksten eller af en faglig indsigt fra pageldende omrade
fremga, om der ma forventes én eller flere losninger til ligningen. Ved skriftlig eksamen vil
regneforskrifter og ligninger i negne matematikopgaver ikke vaere mere komplicerede, end
at symbolhandterende programmer ved korrekt anvendelse kan give den fuldstendige los-
ning til den pageldende ligning eller give den fuldstendige lasning pa spergsmél om redder
og nulpunkter.

— Det forventes, at eleverne kan héndtere sporgsmal som:
= for hvilke tal ¢ har ligningen f (X)=cnetop én lesning
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= angiv for enhver vardi af konstanten a antallet af lasninger til ligningen ..., hvor kon-
stanten kan indgé forskellige steder i et funktionsudtryk, fx ligningen x*+ax+2 = 0.

Losning af abstrakte uligheder indgér ikke som selvstaendigt emne. Derimod vil eleverne i anven-
delsesopgaver kunne megde problemstillinger som: for hvilke vaerdier af x er ... storre end / mindre
end en given vaerdi”.

I arbejdet med bdde komplicerede og mere simple ligninger er grafiske illustrationer vigtige til at
skabe overblik og bedre forstéelse af problemstillingen. De kan i visse tilfaelde veere en hjelp til at
lose problemet og i alle tilfaelde til kontrol med losningen.

2.b Statistik og sandsynlighedsregning

Ifolge lereplanen skal eleverne kunne: anvende simple statistiske eller sandsynlighedsteoretiske
modeller til beskrivelse af et givet datamateriale eller fenomener fra andre fagomrader, kunne stil-
le spargsmal ud fra modeller, have blik for hvilke svar, der kan forventes, samt vere i stand til at
formulere konklusioner i et klart sprog”.

Statistik er videnskaben om indsamling, handtering og fortolkning af data fra omverden. Selv pé et
elementert niveau skal statistik ofte forholde sig til ubearbejdede data, og det ligger i fagomradets
natur, at statistiske konklusioner ikke kan opnés og praesenteres med samme grad af sikkerhed, som
man ellers er vant til i den evrige del af matematikundervisningen. Dette skal praege undervisnin-
gen, sa eleverne far et tydeligt indtryk af statistikkens sarlige karakter.

Overalt praesenteres vi for oplysninger og pastande, der baserer sig pd forskellige mangder og typer
af data. Det kan vaere formuleringer som: ”Aspirin forebygger hjerteproblemer, viser en ny under-
sogelse...”, eller: ”Et rundsperge, som Tv-avisen har foretaget viser, at 2 ud af 3 danskere mener...”.
Eksemplarisk materiale af denne type kan vare et godt udgangspunkt for en indledende undervis-
ning, for en diskussion af statistikkens metoder samt af spergsmal som: Hvor sikre er de konklusio-
ner, vi prasenteres for? Undervisningen skal overordnet set medvirke til, at eleverne bedre bliver 1
stand til at forholde sig kritisk til en formidling af et givet statistisk materiale, samt at de kan stille
sporgsmdl til kvaliteten af og handteringen af statistiske undersegelser.

Ifolge leereplanen omfatter kernestoffet: “simple statistiske metoder til handtering af et datamate-
riale, grafisk praesentation af et statistisk materiale, empiriske statistiske deskriptorer, stikpravers
repreaesentativitet”.

Statistik arbejder med metoder til at hindtere usikkerhed. Men de spergsmél, man seger svar pa, ma
ikke vere praget af uklarhed. Tvartimod er det afgerende, at man sa pracist som muligt har gjort
sig klart, hvad det er, man vil mdle, hvad man gerne vil vide og hvilke antagelser, man i gvrigt gor
sig, for arbejdet starter.

Det forste skridt ind 1 statistikken vil normalt vaere en overvejelse om, hvad troverdige data er.
Hvorledes velger man stikprover af en population (se Eksempel 220) séledes, at stikproven kan
siges at vere reprasentativ.

Hvordan designer man metoder til at skaffe data, sdledes at man med statistiske metoder kan give
troveerdige svar pa givne spergsmal?
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Gennem undervisningen skal eleverne have medt sd mange eksempler pd stikprove-situationer —
herunder stikprover praget af forskellige former for systematiske fejl (bias), stikprever, hvor der er
skjulte variable pa spil (konfundering), og stikprever, hvor forskellige typer blindtest anvendes — at
de kan hindtere problemstillinger som:

— Inyhedsudsendelsen pé en lokal tv-station fortelles: ”Inden for de sidste timer har en af vo-
re journalister gaet rundt i Kolding og spurgt 55 tilfeldige forbipasserende om holdningen
til en aktuel og meget provokerende kunstudstilling. 35 af de adspurgte enskede udstillingen
lukket. Der er saledes et massivt pres pa byradet om at gribe ind. Nu afventer vi borgmeste-
rens reaktion.”
= Hvad er populationen, og hvad er stikproven?
= Kommenter undersggelsen og tv-kanalens prasentation af denne.

— Et sundhedsmagasin ensker at undersege om store doser vitamintilskud forbedrer sundheds-
tilstanden. Bladet anmoder de af leeserne, som gennem langere tid har taget store doser vi-
tamintilskud, om at skrive ind og forteelle om positive og negative erfaringer med dette.
2754 lesere skriver ind. 93 % fortaller, at de kan spore en vis forbedring af helbredet.
= Hvad er population, og hvad er stikprove?
= Kommenter undersggelsens metode, og skriv et lille indleeg herom til en avis.

— En bestemt sygdom pévirker de rode blodlegemer og forarsager stor smerte. Et medicinsk
preparat til behandling af sygdommen er udviklet, og kvaliteten af praparatet enskes afpro-
vet pa en population pa 300 patienter, der har haft serligt mange smerteanfald.
= Forklar, hvorfor det ville vaere en dérlig strategi at lade alle 300 fa den nye medicin.
= Beskriv et forsgg, der kunne give information om pagaldende praparats virkning over

for smerteanfald.

Eleverne forventes at kunne anvende simple statistiske deskriptorer og simple grafiske prasentatio-
ner i en beskrivelse af et datamateriale. Det drejer sig om middeltal, median og kvartilsat, om box-
plot’s og histogrammer, der kan optraede i problemstillinger som:

— For en bestemt gruppe pa 15 leger blev det undersogt, hvor ofte de havde udfert et kirurgisk
indgreb, der medforte fjernelse af livmoderen. Antallet af operative indgreb var for hver af
de 15 lager henholdsvis: 50 33 25 86 25 85 31 37 44 20 36 59 34 28 49
En gruppe pé 10 kvindelige leger blev tilsvarende undersegt, og blandt disse blev der udfert
indgreb folgende antal gange: 7 14 25 5 33 29 18 31 10 20
= Lavisamme koordinatsystem boxplots af hver af de to dataset.
= Kommenter undersggelsen ved hjelp af den grafiske prasentation og sterrelserne mid-

deltal, median samt kvartilerne for de to datasaet.

— Givet et histogram over matematiklereres aldersfordeling. Karakteriser dettes form. Ligger
medianen til venstre for, til hejre for, eller er den lig med middeltallet? Begrund svaret.

— Givet en computerudskrift af et statistisk materiale og beregninger af: maksimum, mini-
mum, gvre og nedre kvartil, median, middelvaerdi og eventuelle andre karakteristiske stor-
relser for datasat for forskellige sammenlignelige produkter, fx madtyper og kalorieindhold.
Der onskes en sammenligning i form af opstilling af boxplots for produkterne i samme ko-
ordinatsystem. Der egnskes en kommentar til den grafiske prasentation.

Histogrammer i eksamensopgaver er baseret pa lige brede intervaller, mens de til grund liggende

intervaller for sumkurver godt kan have forskellig bredde. Opgaven kan i evrigt drejer sig om at
anvende en grafisk reprasentation af et talmateriale til at svare pa forskellige spergsmaél, herunder
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at afleese og kommentere kvartilsaet. Da kvartilsaet ikke er entydigt defineret, kan forskellige it-
redskaber give lidt forskellige svar, hvilket anses for uproblematisk. Sddanne opgavetyper vil ikke
indgd 1 proven uden hjelpemidler.

De faglige mal vedrerende statistik og sandsynlighedsregning vil hovedsageligt blive udmentet
gennem det supplerende stof. Ifelge leereplanen skal dette omfatte anvendelse af mindst to typer
statistiske eller sandsynlighedsteoretiske modeller, indsamling og bearbejdning af data til belysning
af en opstillet hypotese™.

Den sandsynlighedsteoretiske formalisme med udfaldsrum og sandsynlighedsfunktion er ikke en del
af det fzlles kernestof. Men det enkelte hold kan velge at gennemfore forlagb over elementer af
klassisk sandsynlighedsteori og kombinatorik, og s& evt. bygge binomialmodeller, urnemodeller,
betingede sandsynligheder eller andet ovenpa. Sandsynlighedsbegrebet kan imidlertid ogsé introdu-
ceres gennem frekventielle sandsynligheder (i diskrete tilfaelde) knyttet til statistiske undersegelser.

Det formelle begreb “’stokastisk variabel” indgér heller ikke i det felles kernestof. Men i bestemte
forleb kan det vaere en fordel at introducere stokastisk variabel som et begreb og en notation, der
gor det mere enkelt at formulere spergsmél og opstille formler.

Et datamateriale kan tilvejebringes pad mange mader:

— eleverne kan selv via spergeskemaer, test i idraet eller pa anden vis generere det datamateria-
le, holdet vil underkaste en statistisk analyse

— datamaterialet kan ogsa komme via et samarbejde med andre fag (fx naturvidenskabeligt
grundforleb, eksperimentelle fag eller samfundsfag

— man kan ogsé valge at treekke pa det omfattende materiale af autentiske data, som findes i
en rekke databanker pd nettet. Med moderne it-varktejer kan sdédanne data umiddelbart
treekkes ind og geres til genstand for statistisk behandling.

En statistisk undersoggelse af et materiale har normalt flere trin, hvoraf ferste trin er af mere deskrip-
tiv karakter. Denne fase giver samtidig bedre muligheder for at kunne stille pracise spergsmal til
det givne materiale. I statistiske underseggelser formuleres sddanne spergsmal ofte som hypoteser.
Belysning af en opstillet hypotese kan gennemfores pd mange méder. Man kan velge en eksperi-
mentel tilgang med anvendelse af statistiske it-verktejer. Men et hold kan naturligvis ogsa velge at
fordybe sig i elementer af klassisk hypotesetest. Mange af de forleb, man kunne valge at gennem-
fore, har et teoretisk fundament, der gar betydeligt ud over det gymnasiale niveau. Det er ikke tan-
ken, at man i sddanne forleb skal sege at na til bunds i en forstielse af den fordeling, man arbejder
med, eller eksempelvis af det formelle grundlag for hypotesetest. I de fleste tilfeelde vil det vere
mere hensigtsmaessig at inddrage eksperimentelle metoder og preesentere det matematiske begrebs-
apparat, sd det spiller ssmmen med intuitionen.

Statistik og sandsynlighedsregning har s mange bereringsflader med omverdenen og med andre

fag, at der er et stort og varieret antal emner inden for dette omrade, som kan vere genstand for et
samarbejde med andre fag, eller som kan dyrkes pa rent matematikfagligt grundlag:
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— Et forleb om opinionsmalinger (se Eksempel 220) kan bade tilretteleegges i grundforlebet og
1 en studieretning i et samarbejde med samfundsfag. Datamaterialet kan indsamles i sporge-
skemaer eller hentes fra databaser eller opinionsmalingsinstitutter. Gennem forskellige for-
mer for simuleringer kan der arbejdes med test af hypoteser og med graden af sikkerhed,
hvormed resultater prasenteres. Bade randomfunktioner i lommeregnere og regneark og me-
re avancerede it-vaerktejer kan anvendes.

— Datamateriale fra storre spergeskemaundersoggelser (se Eksempel 221) kan give grundlag
for, at eleverne selv opstiller hypoteser om sammenhange, og om hvorvidt forskellige data-
serier udtrykker reelle forskelle mellem kon, aldersgrupper, meningsgrupper osv. eller er ud-
tryk for statistiske tilfeldigheder. It-verktejer kan anvendes til dette.

— Maleserier genereret fra forseg 1 eksperimentelle fag, eller mélinger foretaget pa eleverne 1
idraet eller biologi — (fx om felsomhed pé ryg og hender, om evnen til at smage forskel (se
Eksempel 283), om reaktionshastighed, treefsikkerhed osv.) — kan give anledning til en stati-
stisk sammenligning af maleserier pd grundlag af hypoteser, som eleverne formulerer.
Sammenligninger kan bade ske ved eksperimenterende arbejdsformer pa it-varktojer, ved et
binomialtest, ved at introducere y’-test eller pa anden vis.

— Et forlab med random-walk modeller (se Eksempel 282) kan give en eksperimenterende til-
gang til at undersege normalfordelinger.

— Et forleb om arvelighed (se Eksempel 210) kan tilrettelegges, sa fokus er pa simple betin-
gede sandsynligheder og Hardy-Weinbergs lov. Men man kan ogsa gennemfore et lidt leen-
gere forleb om retsgenetik og dna-profiler (se Eksempel 211), hvor der teoretisk bygges pa
Bayes’ s@tning, samtidig med at it-vaerktejer udnyttes til analyse af datamaterialet.

— Et forleb om Simpsons paradoks kan gennemfores alene i matematik eller sammen med an-
dre fag, der ogsa ensker at s&tte fokus pé dette problem ved prasentationen af simple stati-
stiske oplysninger. Forlgbet kan allerede gennemfores 1 1. g, da det hovedsageligt bygger pa
vejet gennemsnit.

— FEthold kan ogsé valge at gennemfore forlob med en sandsynlighedsteoretisk undersggelse
af forskellige former for spil og lotto, hvor bade binomialmodeller og urnemodeller kan
komme i spil.

— Risikovurdering indgér mange steder i et moderne samfund og kan give materiale til forleb
om forsikringsmatematik og forleb om vurdering af sikkerheden pa avancerede virksomhe-
der.

Pé fagets side pd emu’en er der placeret en raekke yderligere forleb og materialer til inspiration.

2.c Funktioner og grafer, modellering af variabelsammenhzenge

Ifolge laereplanen skal eleverne kunne ”anvende simple funktionsudtryk i modellering af givne data,
kunne foretage simuleringer og fremskrivninger og forholde sig reflekterende til idealiseringer og
reekkevidde af modellerne”.

Kernestoffet omfatter ifelge leereplanen: “begrebet f (x), karakteristiske egenskaber ved falgende

elementaere funktioner: lineare funktioner, polynomier, eksponential-, potens- og logaritmefunktio-
ner samt karakteristiske egenskaber ved disse funktioners grafiske forlgb, anvendelse af regressi-
on”.
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Arbejdet med sammenhange mellem variable (se Eksempel 201) omfatter bade matematiske meto-
der til behandling af et autentisk talmateriale og modeller, hvor variabelsammenhange er fastlagt
ved et formeludtryk, som det fx er situationen i optimeringsopgaver. Begge tilfelde giver naturlige
opleg arbejdet med funktionsbegrebet. Handtering af autentisk talmateriale vil naturligt inddrage it-
hjelpemidler. Hvis det er muligt, kan diskussioner om eventuelle drsagssammenhange og anvendte
idealiseringer ved modelopstillingen foregd i et samarbejde med andre fag.

De elementere funktioner, der er omtalt i leereplanens afsnit om kernestof, kan blive introduceret og
studeret under arbejdet med modellering, matematisering og lgsning af nye problemtyper. Eksem-
pelvis kan tredjegradspolynomier blive presenteret under arbejdet med optimeringsopgaver, og
eksponentielt voksende og aftagende funktioner kan blive praesenteret i sammenhang med behand-
ling af et datamateriale, der beskriver populationsvekst eller radioaktivt henfald.

Men de elementare funktioner kan ogsd behandles 1 undervisningsforleb, der tilretteleegges saledes,
at man forst introducerer og studerer elementere funktioners karakteristiske egenskaber og siden
inddrager disse 1 en modelleringssammenhang. Eksempelvis kan potensfunktioner introduceres i
sammenhang med en generalisering af potensbegrebet, og funktionsklassens karakteristiske egen-
skaber kan blive studeret i1 et rent matematisk forleb, for siden at blive inddraget i modellering af
biologiske og fysiske fenomener.

Studiet af de elementare funktioner vil ofte forega i en vekselvirkning mellem rent matematiske
aktiviteter og modelleringsopgaver. Eksempelvis kan logaritmefunktioner blive introduceret tidligt 1
forlgbet, saledes at eleverne bliver fortrolige med funktionernes regnetekniske og skaleringse-
genskaber og bliver i stand til at handtere formler, hvor disse egenskaber anvendes som i pH-
skalaen 1 kemi, i decibelskalaen i fysik, i formler for stjerners storrelsesklasser i astronomi eller i
Richterskalaen i naturgeografi. Senere 1 hele forlabet kan man vende tilbage og eksempelvis gen-
nemfore et forlab over logaritmefunktionernes historie.

De elementare funktioners karakteristiske egenskaber beskrives med begreber som definitions-
mangde, monotoniforhold, lokale og globale ekstrema og asymptoter. Hvor der indgir konstanter 1
en regneforskrift, studeres disses betydning for det grafiske forleb. Til de karakteristiske egenskaber
herer yderligere:
— sammenh@ngen mellem grad og antal nulpunkter for polynomier
— sammenh@ngen mellem diskriminant, toppunktets beliggenhed og antal nulpunkter for 2.
gradspolynomier
— Dbegreberne fremskrivningsfaktor og vaekstrate, fordoblings- og halveringskonstant, og sam-
menhangen mellem a* og e for eksponentielle udtryk
— regneregler for logaritmefunktioner
— sammenhangen mellem %-vaekst for athengig og uathangig variabel for potensfunktioner.

Logaritmiske koordinatsystemer er ikke et selvstendigt emne, men eleverne skal kunne aflase pa
grafer 1 logaritmiske koordinatsystemer, da de i mange sammenhange og i andre fag vil kunne mo-
de sadanne.

Ifolge laereplanen omfatter kernestoffet endvidere “’principielle egenskaber ved matematiske model-
ler, modellering”. Funktionsudtryk anvendes bade til modellering af geometriske faenomener, stati-
stiske sammenhange og variabelsammenhange. I enhver modellering indgér principielle overvejel-
ser om idealiseringer mv. Dette er omtalt under afsnittet om anvendelser af matematik.
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Modeller til beskrivelse af et talmateriale inviterer til spergsmal om prognoser, til spergsméal som:

Hvad sker der med y-vardierne, nar x-vardierne bliver meget store?, eller til spergsmal, der vedre-
rer fortolkning af de formeludtryk og regneforskrifter, som modellerne genererer. Der kan ligeledes
veaere tale om sporgsmal vedrerende beregninger af ukendte storrelser ud fra visse givne talverdier.

Det forventes saledes, at eleverne kan handtere problemstillinger som:

— Givet et datamateriale. Det oplyses, at talmaterialet kan beskrives ved en matematisk model
aftypen: f(x)=ax+b, f(x)=b-a*, f(x)=b-e“eller f(x)=b-x*.
Bestem a og b, henholdsvis k og b.
Hvornér vil befolkningstallet / koncentrationen / stralingen overstige / komme ned under en
given verdi? (Den uafhengige variable behover naturligvis ikke vare tiden.)
Samt yderligere spergsmal til modellen ud fra de karakteristiske egenskaber ved pagaeldende
funktionsudtryk.

— I en matematisk model for befolkningstallets udvikling i New York (maélt i tusinder) i &rene
1790 — 1900 beskrives dette ved folgende udtryk: f(t) =36,3-1,044', hvor t angiver antal 4r

efter 1790.

Hvad angiver tallet 36,37

Hvor stor var den arlige procentvise tilvaekst 1 befolkningstallet ifelge modellen?
Indbyggertallet udviklede sig faktisk i arene 1790 — 2000 efter folgende opgivne datamateri-
ale. Kommenter modellen ud fra disse oplysninger.

— Grafen for 2. gradspolynomier kan anvendes til modellering af visse linjer i bygningskon-
struktioner. En bestemt tunnel har et parabelformet tvaersnit med opgivne mal. Indlaeg et
passende koordinatsystem, og undersog, hvilke dimensioner lastvogne maksimalt ma have
for at kunne kere igennem.

2.d Afledet funktion og stamfunktion, anvendelse af differential- og integralregning

Ifolge laereplanen skal eleverne kunne: ”anvende differentialkvotient og stamfunktion for simple
funktioner og fortolke forskellige repraesentationer af disse”.

Kernestoffet inden for emnet differentialregning omfatter ifelge leereplanen: “definition og fortolk-
ning af differentialkvotient, herunder veaeksthastighed og marginalbetragtninger, afledet funktion for
de elementaere funktioner samt differentiation af f + g, f —gog k- f , udledning af udvalgte diffe-

rentialkvotienter”. Endvidere: ”monotoniforhold, ekstrema og optimering samt sammenhangen
mellem disse begreber og differentialkvotient”.

En raekke modeller udspringer af rent matematiske analyser af et problem — som det ofte er tilfaeldet
med optimeringsopgaver — eller af fysiske, kemiske, biologiske og andre love og sammenhange.
Opstillingen af sddanne modeller og besvarelsen af de tilherende spergsmél bygger ofte pa informa-
tioner om veaksthastighed og marginalbetragtninger. Handtering af disse problemstillinger forudseet-
ter derfor, at eleverne er fortrolige med de emner, som kernestoffet omfatter.

Det forventes séledes, at eleverne kan handtere problemstillinger som:
— Pa figuren ses en kasse uden 1ag. Den skal konstrueres, s den er 1,6 gange sa lang som bred
og har et rumfang pé 150 dm’.
= x angiver kassens bredde. Opstil et matematisk udtryk for overfladearealet som funktion
af kassens bredde.
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= Bestem dimensionen, sé kassens overfladeareal bliver mindst muligt.
— I en model for den fremtidige udvikling af atmosfarens kuldioxid-indhold Q (malt i mia.
tons) antages det, at vaeksthastigheden for kuldioxid-indholdet er givet ved

C;—? =-3+5-1,02", hvor t er tiden malt i &r efter ...
= Angiv veksthastigheden i ...
= Hvornar er vaksthastigheden blevet dobbelt s stor somi ....
— I en bestemt kemisk blanding udvikler bromkoncentrationen sig som en funktion af tiden
(mélt i sekunder) givet ved forskriften: f(t)=3.00-3.00-g "%,
= Hvor lang tid gér der for koncentrationen er néet over...?
= Bestem den hastighed hvormed koncentrationen @ndrer sig til tiden t = 100.
— En funktion er bestemt ved forskriften: f(x)=x’—6x>+9x+a, hvor a er et tal. Bestem
monotoniforhold for f . For hvilke tal a har f netop tre nulpunkter?

I mange anvendelsesopgaver vil den matematiske modellering resultere i udtryk, som raekker ud
over de typer af regneforskrifter, der er behandlet i undervisningens gennemgang af de elementere
funktioner og regnereglerne for differentiation. I sédanne tilfaelde forventes det ifelge lereplanen, at
eleverne kan: “anvende it-varktgjer til lgsning af givne matematiske problemer, herunder handte-
ring af mere komplekse formler og bestemmelse af differentialkvotient og stamfunktion for mere
komplicerede funktionsudtryk.”. Det kan vare opgaver som:

— Bestem den fart v (malt i km / t), der tillader flest biler pr minut at passere en bro, nér antal-

12v

0,008v* +0,2v + 4

— Indlandsisens alder, mélt i ar, er givet ved en funktion af dybden af isen. Et bestemt sted er
denne funktion givet ved regneforskriften: f(t) =109400 —13660 -In(3005 —X).

= [ hvilken dybde findes is, der blev dannet for 8000 ar siden?
= Bestem f’'(1250), og gor rede for betydningen af dette tal.

let N af biler, som en funktion af v er givet ved: N(v) =

— En bestemt pludselig tilforsel af spildevand til et vandleb kan modelleres med funktionen
f(t)=97,5-t-e”" hvor f(t)angivere ilt-underskuddet (malt i mg / liter) til tiden t (malt i
degn) efter udslippet fandt sted.
= Hvor stort er ilt-underskuddet 5 degn efter udslippet
= P4 hvilket tidspunkt er ilt-underskuddet storst

— En pige befinder sig i vandet ved position A og skal frem til position B pa land, se figuren.
Hun svemmer med farten 0,4 m/s og skal frem til position B pa land. Hun gar med farten 1,4
m/s. Ger rede for at tidsforbruget ved at folge den rute, der er angivet pa figuren kan beskri-
ves ved: f(x)=... Bestem den rute, der ville give pigen det mindste tidsforbrug.

Eleverne forventes at opna en sadan fortrolighed med differentiation af de elementaere funktioner og
med regnereglerne for differentiation, sa de ved preven uden hjelpemidler kan hindtere simple op-
gaver. Det drejer sig bade om at bestemme afledet funktion og tangentligning, samt at kende sam-
menhangen mellem f’, monotoniforhold og lokale ekstrema.

I undervisningen kan marginalbetragtninger og begrebet vaksthastighed introduceres p4 mange
mader. Det kan fx ske i1 forbindelse med modelleringsopgaver. Men man kan ogsa valge at tilrette-
leegge undervisningen, sa man forst opnar fortrolighed med differentialregningens teori og hind-
vaerk for siden at fordybe sig i anvendelserne. Ofte vil det ske 1 en vekselvirkning, hvor man under-
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vejs fordyber sig 1, hvorledes man i gkonomi, fysik eller andre naturvidenskabelige fag reesonnerer
ved hjelp af infinitesimale betragtninger og dermed soger at forstd og beskrive sammenhange i
bade statiske og dynamiske systemer. Pa fagets side pa emu’en er der placeret en reekke yderligere
forleb og materialer til inspiration.

Arbejdet med begrebet differentialkvotient indebarer, at grenseverdibegrebet inddrages, men det
er ikke tanken at dette gives en selvstaendig behandling. Tilsvarende indeberer studiet af sammen-
hangen mellem f'og begreber som monotoniforhold og lokale ekstrema inddragelse af kontinui-

tetsbegrebet, men det er ikke tanken, at dette gives en selvstendig behandling.

Arbejdet med at tilegne sig indsigt i differentialregningen foregar i en stadig vekselvirkning mellem
fordybelse i teorien og udvikling af de hindverksmaessige feerdigheder i anvendelsen af differenti-
alregningen. For til fulde at forsta begreber som vaksthastighed og marginalbetragtninger mé man
jevnligt vende tilbage til det teoretiske grundlag.

Den enkelte leerer vaelger selv, hvilke af regnereglerne og hvilke af de elementare funktioners diffe-
rentialkvotienter holdet vil give en grundig teoretisk behandling.

Ifolge leereplanens omtale af supplerende stof skal alle hold arbejde med: ”raesonnement og bevisfg-
relse inden for differentialregning”. Dette kan gribes an p4 mange méder. Det kan veare storre
sammenhangende forleb eller flere mindre forlgb, hvor man valger at:

— fordybe sig i tretrins-reglen for udledning af differentialkvotienter (se Eksempel 121)

— fordybe sig 1 grensevardibetragtninger og kontinuitet

— fordybe sig i beviserne for maks-min-s@tningen og for monotonisatningen

— studere betydningen af f”

— arbejde med numeriske metoder som Newton-Raphsons metode og undersgge, hvornar algo-

ritmen virker

— studere elementer af I’Hospitals regler

— studere approksimerende polynomier — med inddragelse af integralregning
Pa fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forlab og materialer til inspiration.

Integralregning introduceres pa B-niveau gennem en diskussion af stamfunktionsbegrebet. Nogle
hold kan velge at gennemfore et ssmmenhangende forleb om middelverdisatningen og mono-
tonisetningen og anvendelser af disse til bestemmelse af mangden af stamfunktioner til en given
kontinuert funktion. Andre vil foretraekke at legge hovedvagten pa anvendelsen af integralregnin-
gen og vil derfor for hurtigt at komme frem til anvendelserne, leegge mindre vaegt pd den teoretiske
side af sagen.

Kernestoffet inden for dette emne omfatter ifalge leereplanen: ’stamfunktion for de elementaere
funktioner, ubestemte og bestemte integraler, anvendelse af integralregning til arealberegning af
punktmangder begranset af grafer for ikke-negative funktioner”.

Eleverne forventes at opna en sadan fortrolighed hermed, at de ved preven uden hjelpemidler kan
handtere simple opgaver inden for disse emner. Det drejer sig bdde om at bestemme stamfunktioner,
arealer og bestemte integraler og at kende sammenhangen mellem stamfunktion og areal.

Det forventes i1 ovrigt, at eleverne kan hindtere problemstillinger som:
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— Bestem til en funktion f med forskriften: f(x)=ax+b, f(x)=b-e*, f(x)=b-x*en
stamfunktion og arealet af den punktmangde der er afgraenset af grafen og linjerne...
— Bestem I(Sx“ - x> +1)dx, Iﬁdx, .f2,3.e‘°’7X dx

_ Bestem f 6,0-10" -1,052' dt

— Grafen for funktionen f med forskriften f(X)=2x+e *afgraenser sammen med linjerne
med ligninger y = 0, y = 2X og X = 4 et omrdde, der har et areal. Bestem dette areal.

—  Grafen for funktionen f med forskriften f (X) = x> —6X+10 afgranser ssmmen med linjen
y = 2 i forste kvadrant et omrdde M, der har et areal. Bestem arealet.

Ifolge leereplanens omtale af supplerende stof skal dette bl.a. omfatte: “matematiske modeller, her-
under opstilling af matematiske modeller ved hjelp af differentialkvotient”. Blandt den store maeng-
de af eksempler holdet kan arbejde med, kan navnes:

— Et forleb om vakstmodeller (se Eksempel 293) kan behandle og sammenligne forskellige
former for populationsveekst, fra tilfeelde med konstant vaeksthastighed over tilfelde med en
vaeksthastighed, der er proportional med et bestemt funktionsudtryk eller proportional med
populationens aktuelle storrelse, frem til en evt. perspektivering gennem diskussion af be-
tydningen af konstant emigration eller af en naturlig ressourcegrense.

— Ud fra en eksperimentel maling af, hvorledes temperaturen andrer sig i en kop kaffe eller en
varm jernklods, der ligger til atkeling, kan eleverne opné en vis indsigt i Newtons afkelings-
lov (se Eksempel 205) og i den differentialligning, der beskriver fanomenet.

— Ud fra en opmaling af, hvorledes en solsikke vokser som funktion af antal dage, der er gaet
siden froet blev saet, kan eleverne opné en vis indsigt i logistisk vaekst og 1 den differential-
ligning, der beskriver fenomenet.

— modellering af dynamiske systemer inden for biologi, kemi eller samfundsfag med anven-
delser af SD-diagrammer (se Eksempel 294) (SD: System Dynamics) kan give eleverne ind-
sigt 1, hvorledes differentialkvotienten altid anvendes, nér man beskriver a&ndringer i en gi-
ven tilstandsvariabel.

Pa fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forlab og materialer til inspiration.

2.e Geometri
Ifolge lereplanen skal eleverne kunne redegare for foreliggende geometriske modeller og handte-
re geometriske problemstillinger”.

I folkeskolen har eleverne arbejdet med geometrisk modellering og lesning af problemer med geo-
metrisk indhold ved tegning og méling, konstruktion og simple beregninger. Men eleverne starter
ofte 1 gymnasiet med meget forskellige forudsatninger. Et feelles grundlag for holdets arbejde med
geometri kan tilvejebringes gennem forskellige kortere undervisningsforlgb. Det kan vere elemen-
tergeometriske forleb, der illustrerer opbygningen af en matematisk teori, og hvor fokus er pé det
matematiske r&sonnement. Det kan ogsa vaere eksperimentelle forleb, hvor dynamiske geometri-
programmer inddrages. Setningerne om vinkelsum i trekanter og 1 n-kanter kan leegge op til induk-
tive metoder, mens beregninger af arealer i kvadrater, rektangler, trekanter, parallelogrammer, tra-
pezer mv. kan leegge op til deduktive metoder. Med udgangspunkt i elevernes viden om Pythagoras’
leeresaetning, kan der tilretteleegges et forlab om bevisteknik, hvor der seges pé nettet eller i littera-
turen efter forskellige beviser, som eleverne i par eller grupper tilegner sig og gennemgar for de
ovrige i klassen.
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Uanset hvilke former, der vaelges, forventes det, at eleverne opnar kendskab til de grundleggende
begreber og betegnelser fra den klassiske geometri, saledes at de kan hindtere folgende ved en
skriftlig eksamen:

— Figuren viser en trekant ABC, hvor ZC =38°, hy, =35, m, = 37. Fodpunktet for h, og m,
kaldes henholdsvis H og M, og det oplyses at ZAMC er spids. Bestem de ukendte sider og
vinkler i trekant ABC.

— En trekant har sidelaengder... Bestem trekantens vinkler. Bestem leengden af vinkelhalve-
ringslinjen Va .

Arbejdet med geometriske og trigonometriske problemer vil ofte tage udgangspunkt i givne tegnin-
ger. Men elevernes kompetence til at behandle sédanne problemer kan yderligere styrkes ved at
opove evnen til at tegne modeller, der kan anvendes som grundlag for beregninger, ud fra givne
oplysninger. Udgangspunktet kan vare problemer som hgjdeméiling af bygninger eller afstandsmé-
ling 1 et landskab, og forlegget kan vere tegninger, fotografier eller egne opmalinger. I nogle forleb
kan det veere naturligt at inddrage klip fra matematikhistoriske tekster. I andre kan det eksempelvis
vaere moderne tekster, der fx vedrerer konstruktion af bygninger.

Ifelge leereplanen omfatter kernestoffet: “’forholdsberegninger i ensvinklede trekanter og trigono-
metriske beregninger i vilkarlige trekanter”. Det forudsattes endvidere, at elevernes viden om den
Pythagoreiske leresatning fastholdes. Beregninger kan ligeledes foretages i dynamiske geometri-
programmer. De trigonometriske funktioner indferes med precise definitioner og ikke alene som et
beregningsvarktoj.

Begrebet kongruens omtales i sammenhange, hvor det naturligt indgér som en del af et matematisk
raesonnement. De s@rlige egenskaber, der knytter sig til trekantens forskellige linjer, indskrevne og
omskrevne cirkler, kan inddrages 1 mange forskellige typer forleb, men udger ikke en del af det
felles kernestof.

2.f Matematisk raesonnement og teori
Ifolge laereplanen skal eleverne kunne ”gennemfgre simple matematiske reesonnementer og bevi-
ser”.

Eleverne skal mede den matematiske teori og selv arbejde med forskellige elementer af matematisk
reesonnement gennem hele gymnasieforlegbet og inden for alle omrader af undervisningen. Kun der-
ved kan eleverne opna en sddan fortrolighed med matematisk tankegang, at de i en problembehand-
ling umiddelbart vil skelne mellem “hvad man ved”, ”hvad man antager” og "hvad man ensker at
vide”. Det geelder uanset om emnet er ren matematisk teori, eller det drejer sig om anvendelse af
matematik til losning af givne problemer. I skriftlige rapporter og mundtlig fremstilling skal de
kunne fremlegge denne indsigt pa en sidan made, at det matematiske argument og den matemati-
ske tankegang fremstar klart. Det kan eksempelvis dreje sig om:
— et samarbejde i 1. g med naturvidenskabeligt grundforleb om matematisk modellering af
givne data.
— en ren matematik-rapport i 2. g over et forleb om udledning af forskellige differentialkvoti-
enter.
— en statistisk analyse i 3. g i et forleb sammen med samfundsfag.
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Kernestoffet omfatter ifelge laereplanen specifikke krav om “udledning af udvalgte differentialkvo-
tienter”. Derudover skal det supplerende stof ifelge leereplanen omfatte “raesonnement og bevisfg-
relse inden for differentialregning og andre udvalgte emner”.

Uanset hvilke emner der arbejdes med pa det enkelte hold, forventes det, at eleverne nér frem til at
kunne skelne mellem forudsatninger, definitioner og satninger, samt at de kan gennemfore nogle
centrale beviser inden for forskellige af fagets omrader. Denne side af matematikkens vasen kan
introduceres allerede i 1. g gennem et eksemplarisk materiale, der bdde rummer muligheder for
eleveksperimenter, for en diskussion af kategorier som forudsatninger, setning og bevis samt en
diskussion af det induktive contra det deduktive, og som samtidig rummer fascinerende problemstil-
linger. Det kan vare et materiale om Eulers polyedersatning, Goldbachs formodning, broerne i Ko-
nigsberg, isoperimetriske problemer, simple 1-fejls detekterende koder som ISBN-koder, sandsyn-
lighedsteoretiske paradokser, simple LP-problemer (LP = lineaer programmering) osv. Senere i
gymnasieforlgbet kan man vealge at fordybe sig i et eller flere af disse.

Men der er i ovrigt stor frihed til at man lokalt selv vaelger inden for hvilke omrdder, man gér i dyb-
den med den matematiske teori:

— T arbejdet med opstilling og omformning af formeludtryk, ved lesning af ligninger og ved
introduktion af nye matematiske emner kan der sattes fokus pa betydningen af at have og
betjene sig af et pracist matematisk sprog, som er internationalt, og som alle fagets udevere
kender. Der kan arbejdes med et eksempelmateriale praeget af mangler i den matematiske
pracision. Eller der kan sgges pa nettet efter matematiske fremstillinger fra alverdens lande.

— Allerede 1 grundforlebet kan man diskutere den forskellige karakter af de regler, som udnyt-
tes og som ofte kendes fra folkeskolen. Et eksempelmateriale med béde korrekte og forkerte
metoder til lasning af ligninger — herunder sékaldt falske lasninger pa CAS-varktejer — kan
fremme indsigten i reglerne.

— Udnyttelse af regressionsfaciliteter i matematisk modellering (se Eksempel 201) kan bade
give anledning til, at der — evt. i et samarbejde med andre fag - settes fokus pa kategorierne:
“hvad man ved”, “hvad man antager” og hvad man ensker at vide” samt pa forskellen mel-
lem en matematisk sammenhang mellem variable og en arsagssammenhang. Men det kan
ogsa give anledning til et lille forleb om, hvilket resonnement der kan ligge bag begrebet
“bedste rette linje’.

— Iden indledende geometri (se Eksempel 111) er der rige muligheder for at eleverne selv ar-
bejder med at formulere enkle se@tninger, gennemforer smé beviser og herved opnér indblik 1
matematikkens veesen. En diskussion af gradtallet for sfaeriske trekanter eller af parallelitet i
perspektivgeometri kan s&tte fokus pd betydningen af at gore sig forudsatningerne for det
matematiske raesonnement klart. Senere kan man evt. vende tilbage og gennemfore forleb
over andre dele af den klassiske geometri eller over et emne som perspektivgeometri (se
Eksempel 307). Emnerne appellerer til, at eleverne selv tegner, eksperimenterer og leder ef-
ter svar.

— Udledning af de trigonometriske relationer for vilkérlige trekanter eller af betingelserne for
losning af 2. gradsligningen og af lesningsformlen, nér der er reelle lgsninger, giver mulig-
heder for at satte fokus pa, hvorledes et matematisk raesonnement ofte beveager sig gennem
én sammenhangende kade af implikationer.

— Udledning af udvalgte differentialkvotienter for de elementere funktioner indebarer ogsé, at
man velger, om man skal tage visse formler (for differentiation af produkt, henholdsvis af
sammensat funktion) for givet, eller om beviset for disse skal indga i forlebet.
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— Inden for emnet differentialregning kan man gennemfore forlob over maks-min-satningen,
middelverdis@tningen og monotonisetningen. Man kan ogsa tage udgangspunkt i middel-
verdisetningen og gennemfore forleb over betydningen af f”. En raekke af sadanne forlgb

rummer eksempler pa indirekte beviser, beviser ved induktion, eksistensbeviser kontra kon-
struktive beviser og forskelle mellem implikation og bi-implikation.

— Arbejdet med integralregningen kan folges op af et forlob med beviset for fundamentalsaet-
ningen og beviset for setningen om mangden af stamfunktioner til en given kontinuert
funktion. Man kan ogsa arbejde med forskellige integrationsteknikker og sperge: Hvilke
funktionsklasser kan man finde stamfunktioner til? Eller man kan lave et deduktivt forleb
over definition af og egenskaber ved den naturlige logaritmefunktion.

— Megen matematisk modellering vil have nytte af at tage udgangspunkt i "hvad man ved”,
hvad man antager” og “hvad man ensker at vide”. Identifikation af variable, viden om rela-
tioner mellem disse, samt antagelser om arsagssammenhange vil ofte bygge pa en faglig vi-
den fra andre fag. Men matematiske metoder er afgerende for at oversatte problemet til ét,
som man kan handtere. Det kan dreje sig om fysiske eller kemiske love, resonnement om
arvelighed og andre genetiske sporgsmaél pa grundlag af Bayes s@tning, opstilling af LP-
modeller til optimering af en ressourceudnyttelse under visse ydre betingelser eller andet.

— Et samarbejde med et andet fag kan begrunde, at man bruger hovedparten af kraefterne pa at
fordybe sig 1 den indledende teori for opstilling, anvendelse og lesning af differentiallignin-
ger.

— Diskussion af tallenes egenskaber kan give anledning til forleb over nogle egenskaber ved
primtallene. Men det kan ogsa give anledning til forleb om uendelighedens paradokser. S&-
danne forlgb indeholder ofte ret avancerede matematiske reesonnementer — beviser, der ar-
bejder med modstrid eller med matematisk induktion — og kreever derfor en vis matematisk
modenhed, hvis eleverne skal have fuldt udbytte.

Pa fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forlab og materialer til inspiration.

Det matematiske reesonnement og det matematiske bevis er ikke kun et vaerktoj til at godtgere den
valgte metode eller den givne satning. Reduceres matematik til metoder, anvendelser af saetninger
og indlering af procedurer, gar en vaesentlig del af faget tabt. Beviserne og de matematiske raeson-
nementer udger en stor del af den matematiske teori, og forst tilegnelsen af beviset giver indsigt 1,

hvorfor en s&tning eller en metode er gyldig, og hvorfor netop s&tningens forudsatninger er ned-

vendige.

2.g Anvendelser af matematik — matematik i samspil med andre fag

Ifolge lereplanen skal eleverne kunne ’demonstrere viden om matematikanvendelse inden for ud-
valgte omrader, herunder viden om anvendelse i behandling af en mere kompleks problemstilling”.
Endvidere skal de kunne ’demonstrere viden om matematikkens udvikling i samspil med den histo-
riske, videnskabelige og kulturelle udvikling”.

At demonstrere viden om matematikanvendelse betyder, at man pa reflekteret vis kan presentere et
stof, man har arbejdet med. Der ligger séledes ikke heri en forestilling om, at eleverne selvstendigt
kan tage fat pd en matematisk problembehandling og modellering af et materiale eller en problem-
stilling, der foreligger i umiddelbar og ubearbejdet form.

Men gennem et samarbejde med eller ved at inddrage viden fra andre fag kan man overveje, hvilke
forenklinger, idealiseringer og abstraktioner der er acceptable i den givne situation, og som danner
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grundlag for en matematisering. Ved at generalisere disse metoder kan der vindes indsigt i mulig-
heder og begrensninger ved matematisk modellering. Men man kan ikke forvente, at eleverne op-
ndr en egentlig rutine i matematisk modellering af komplekse problemstillinger.

I afsnit 3.4 vil matematikanvendelse i bade grundforleb og studieretningsforleb blive eksemplifice-
ret.

At demonstrere viden om, hvordan matematik har udviklet sig i et samspil med det omgivende sam-
fund, betyder tilsvarende, at man pa reflekteret vis kan prasentere et stof, man har arbejdet med.
Der ligger sdledes ikke heri en forestilling om, at eleverne selvstendigt kan redegere for, hvorledes
hvert af de matematiske omréader, de har arbejdet med, er opstéet og har udviklet sig som folge af
samfundets udvikling, og hvorledes matematikkens egen udvikling har virket tilbage pa éndsliv,
videnskab og teknologi.

Men gennem et samarbejde med andre fag eller ved at inddrage viden fra andre fag kan der gen-
nemfores eksemplariske forleb, der i et koncentrat viser fagets rolle i menneskehedens bestrabelser
pa at magte naturens krafter og forsta sin egen og Jordens oprindelse, opné indsigt i himmellege-
mernes bevagelser og 1 lovene for at indse og afbilde det, vi ser, rejse magtige bygningsverker og
turde rejse ud over havenes horisont, at male og veje, at skabe uhyrlige vaben, men ogsa at bidrage
til velstand og til at sette argumentet i centrum for menneskenes civiliserede omgang med hinan-
den.

Ifolge leereplanens omtale af supplerende stof skal dette omfatte “matematik-historiske forlgh”. Det-
te kan bade realiseres i forleb, der er integreret med arbejdet med kernestoffet, i selvsteendige forlob
eller i et samarbejde med andre fag.

I afsnit 3.4 vil mulighederne for et samarbejde med andre fag blive belyst gennem en rakke eksem-

pler.

2.h Anvendelse af it

Ifolge lereplanen skal eleverne kunne anvende it-vaerktgjer til lgsning af givne matematiske pro-
blemer, herunder handtering af mere komplekse formler og anvendelse af differentialkvotient og
stamfunktion for mere komplicerede funktionsudtryk.”.

I de foregdende dele af vejledningens afsnit om faglige mal og fagligt indhold er dette behandlet i
tilknytning til de enkelte faglige omréder.

I naeste afsnit om tilrettelaeggelse vil anvendelse af it blive behandlet i tilknytning til selve under-
visningen.

I afsnit 4.2 om preveformer er der endelig en reekke kommentarer om anvendelse af it ved besvarel-

ser af de skriftlige eksamensopgaver.

3. Tilretteleggelse
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Ifolge laereplanens afsnit 3.1 skal “undervisningen tilrettelegges med henblik pa, at den enkelte elev
nar de faglige mal. I centrum for undervisningen skal sta elevernes selvsteendige handtering af ma-
tematiske problemstillinger og opgaver”.

Videre hedder det: ”Undervisningen tilrettelegges med progression i arbejdsmetoder og fagligt
indhold samtidigt med, at grundleeggende feerdigheder og paratviden fastholdes ved regelmaessigt
at blive taget op igen.”

Begrebsindlering og udvikling af evne til at anvende de matematiske begreber er en kompliceret
proces. Som lerer md man vare opmerksom pa elevernes faglige forudsatninger og evne til ab-
strakt tenkning hver gang, man tager fat pa et nyt emne. Dette gaelder 1 serlig grad i starten af 1. g.
Den made, matematikken pracsenteres pa i lerebeger, er ikke nedvendigvis den samme som den
made, eleverne lerer faget pd. Elevernes tilegnelse af fagligt stof vil i nogle sammenhange starte
med lererens praesentation af bestemte metoder, men i andre sammenhange starte med, at eleverne
prover sig frem. Forstdelse for fagets deduktive opbygning forudsetter en abstraktionsevne, som
langsomt ma opbygges og tranes af eleverne, bl.a. gennem de eksperimentelle tilgange til faget.
Eleverne skal skabe og udvikle deres matematiske begrebsapparat, siledes at de kan aktivere det i
relevante situationer, og det sker bedst ved, at eleverne aktivt og selvsteendigt arbejder med faget.
Derfor kraever matematiklering bl.a., at eleverne gar i dialog med hinanden og med lareren for her-
igennem at udvikle deres begrebsbeherskelse.

Elevernes selvsteendigarbejde med faget og progressionen med hensyn til arbejdsmetoder og fagligt
indhold har indflydelse pa undervisningens tilretteleggelse. Det vedrerer tilegnelsen af matematiske
begreber gennem en vekselvirkning mellem eksperimentelt anlagte forleb og deduktive forlab. Det
vedrorer arbejdsformer som gruppearbejde, projektarbejde og arbejdet med emner. Det vedrerer den
enkelte elevs selvsteendige arbejde med matematiske tekster og udformning af skriftlige besvarelser
og rapporter. Uanset, hvor man er i undervisningen, skal det altid overvejes, hvorledes it-varktejer
kan udnyttes til at stette for sével feerdighedsindleering som den matematiske begrebsdannelse.

Det er ikke entydigt, at bestemte arbejdsformer matcher eksakte faglige niveauer, men arbejdsmeto-
der ber generelt understotte elevernes udvikling gennem forlebet som led i1 udvikling af studiekom-
petencen.

Forskellige pedagogiske metoder kan derfor anvendes forskelligt athaengigt af niveau og forleb.
Mundtlig fremleggelse om sma, meget afgreensede matematiske emner kan vere en god traening i
begyndelsen af forlabet, mens storre fremlaggelser vil kunne anvendes senere i forlebet, fx en
fremlaggelse af regneregler for differentiable funktioner.

Til hver tid i et forleb elevers selvstendige arbejde vare et nyttigt redskab til leering, men der kan
veere stor forskel pa, hvordan et selvsteendigt arbejde tilrettelagges. Hvor eleverne i selvstendigt
arbejde 1 begyndelsen af et forleb ber have meget stotte bade fagligt og med hensyn til arbejdsform,
kan elevernes selvsteendige arbejde senere i forlgbet i hgjere grad vaere selvhjulpet.

Seerligt ved meget selvsteendigt gruppearbejde samt projekt- og emneforlob ma man vere indstillet
pa, at disse arbejdsformer kraver en del treening.

Maden at laese lektier ber ogsa udvikles gennem forlebet.

I de tilfeelde, hvor undervisningen pd A-niveau foregér parallelt med undervisningen pa B-niveau er
det vigtigt, at laererne aftaler en progression i de to forlgb.
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3.a Eksperimenterende tilgang

I leereplanens afsnit 3.1 hedder det: ”Gennem en eksperimenterende tilgang til matematiske emner,
problemstillinger og opgaver skal elevernes matematiske begrebsapparat og innovative evner ud-
vikles. Dette sker bl.a. ved at tilretteleegge nogle forlgb induktivt, sa eleverne far mulighed for selv-
steendigt at formulere formodninger ud fra konkrete eksempler.”

Forstielse af matematiske begreber har bade et intuitivt og et formelt grundlag, og oftest er den in-
tuitive forstdelse en forudsetning for den formelle. Szrligt den intuitive forstdelse understottes ved
induktive undervisningsforleb. Den eksperimenterende tilgang og induktive metode i undervisnin-
gen skal stimulere eleverne til selv at prove sig frem og forsege forskellige lasningsmetoder over
for et givet problem. At prove sig frem kan give et bedre overblik og dermed give ideer til en los-
ningsstrategi ved arbejdet med et matematisk problem. Den eksperimenterende og induktive tilgang
kan séledes ogsé bidrage til at udvikle elevernes problemlesningsevne:

— T etlille forleb om hele tal og primtal kan man 1 feellesskab vise, at produktet af ulige tal er
ulige, og dernaest lade eleverne selv formulere og bevise beslegtede smé saetninger. I et lidt
starre forleb om Fibonaccital (se Eksempel 313) er der ligeledes gode muligheder for at
eksperimentere og selv finde sammenhange.

— Iden indledende geometri kan eleverne selv argumentere for formler for vinkelsummer i en
n-kant pa basis af s@tningen om vinkelsummen i en trekant, selv finde formler for arealer af
parallelogrammer, trapezer mv., eller de kan selv i et dynamisk geometriprogram eksperi-
mentere og formulere sa@tninger om trekanters karakteristiske linjer og de om- og indskrev-
ne cirkler.

— Undersogelse af karakteristiske egenskaber ved elementaere funktioner eller simple kombi-
nationer af disse kan laegges ud til eleveksperimenter med anvendelse af grafiske verktojs-
programmer.

— I differentialregningen kan man i feellesskab udlede differentialkvotienterne for eksempel-

vis X’ og Jx, og dernast lade eleverne arbejde med at udnytte tretrinsreglen (se Eksempel

121) til at udlede differentialkvotienter af udtryk som (f (X))2 og+/ f(X), hvor f(x)eren

differentiabel funktion.
— Et forleb om tangentbestemmelse (se Eksempel 124) kan tilrettelaegges sa eleverne ekspe-
rimenterer sig frem med anvendelse af grafiske verktejsprogrammer.
— I statistik vil mange forleb indeholde eksperimentelle elementer eksempelvis forleb med
undersogelse af et stort datamateriale pa basis af stikprever (se Eksempel 221).
Pa fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forleb og materialer til inspiration.

CAS-verktejer er meget velegnede til induktive forleb. I leereplanen star: "CAS-vaerktgjer skal ikke
blot udnyttes til at udfare de mere komplicerede symbolske regninger, men ogsa understatte feer-
dighedsindlaring og matematisk begrebsdannelse.” Med CAS-verktejer har man helt nye mulighe-
der, idet eksperimentel tilgang nu er forholdsvist ukompliceret, da verktejet kan udfere besvarlige
udregninger og tegne komplicerede diagrammer nasten gjeblikkeligt. P4 denne méde kan undervis-
ningen tilretteleegges, sa eleverne gennem en reekke forseg erfarer ssmmenheaenge, dernast formule-
rer hypoteser og formodninger for endelig i slutningen af forlebet at bevise disse regler. Dette er
yderligere kommenteret i it-afsnittet.

3.b Deduktive forleb
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Det eksperimenterende element i matematik kan ikke sta alene. Derfor skal udvalgte emneforlgb
tilrettelaegges, sa eleverne far en klar forstaelse af den deduktive opbygning af matematisk teori”,
star der i lereplanen. Det er vigtigt, at eleverne oplever matematik som et fag, hvor eksperimentelle
tilgange er meget nyttige, men at matematik ikke er et eksperimentelt fag som de naturvidenskabe-
lige fag. Videnskabsfaget matematik er et deduktivt opbygget fag, der bygger pa aksiomer, be-
grebsdefinitioner og logik. Deduktive forleb kan bade vare ganske korte og have karakter af storre
emneforleb:

— Et forleb om den aksiomatiske opbygning af Euklids Elementerne (se Eksempel 111) kan
tilrettelegges pad mange mader. Man kan fx vaelge at folge sporet fra starten til Euklids bevis
for den Pythagoraiske leresatning eller til hans femkantskonstruktion. Man kan ogsa gen-
nemfore en forste del felles og tilrettelaegge en anden del som projekter, hvor eleverne selv
veelger et blandt flere.

— Den successive udvidelse af talmangderne kan give anledning til forskellige deduktive del-
forleb, fx om konstruktionen af de rationale tal eller om de reelle tals opbygning. Eller man
kan tage udgangspunkt i en intuitiv opfattelse af de reelle tal og gennemfore et forleb om de
komplekse tal.

— Udvidelsen af potensbegrebet og indferelsen af rodbegrebet kan gennemfores som et deduk-
tivt forleb. Matematisk induktion er dog nappe velegnet til forste del af gymnasieforlabet.

— Hovedsatningerne om differentiable funktioner kan behandles 1 et strengt deduktivt forlab,
der tager udgangspunkt i de kontinuerte funktioners egenskaber.

— Antallet af radder i et n’te grads polynomium kan studeres pé grundlag af algoritmen for po-
lynomiers division, eller man kan tilrettelegge et forleb pd grundlag af Rolles satning og
med betragtninger over afledede funktioner.

— Konveksitet af grafer og betydningen af f"kan behandles i et deduktivt forleb med ud-

gangspunkt i differentialregningens hovedsatninger.
— Et forleb om funktioners storrelsesorden kan tilrettelaegges strengt deduktivt.
Pé fagets side pd emu’en er der placeret en raekke yderligere forleb og materialer til inspiration.

3.c Den mundtlige dimension

[ lereplanens afsnit 3.1 hedder det: ”Den enkelte elevs forstaelse af matematik skal udvikles gennem
arbejde med mundtlig formidling.”

[ undervisningstilretteleeggelsen inddrages bade overvejelser om variation i undervisningsmetoder
og progression i forhold til selvsteendighed, omfang og pracision i brugen af det matematiske
sprog. Arbejdsformer som larergennemgang og klassediskussioner, gruppearbejde, par-arbejde,
store og sma elevforedrag kan alle give gode rammer for arbejdet med mundtligheden. Invitation af
en gaesteforelaser eller bespg pad en videregaende uddannelsesinstitution med foredrag af professio-
nelle matematikere kan bade give eleverne indtryk af nedvendigheden 1 at opgve evnen til at kon-
centrere sig om en mundtlig fremstilling og dialog i leengere tid ad gangen og give dem et glimt af
de spendende og udfordrende problemstillinger, faget arbejder med pa dét niveau.

Kravene til praecision og forventningerne til fyldigheden af den enkelte elevs bidrag til en klassedis-
kussion @ndrer sig gennem hele gymnasieforlgbet. Denne udvikling kan stimuleres ved at tilrette-

leegge forleb, hvor eleverne selv bruger det matematiske sprog 1 fremlaeggelse og diskussion 1 par
eller grupper.

3.d Gruppearbejde
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I leereplanens afsnit 3.2 hedder det: ”’En del af undervisningen tilretteleegges som gruppearbejde
med henblik pa at udvikle elevernes matematiske begreber gennem deres indbyrdes faglige diskus-
sion.”

Ved gruppearbejde arbejder eleverne selvsteendigt med faget under laererens vejledning. Gruppear-
bejde kan vere kortere og forholdsvist stramt styrede forleb, hvor alle elever arbejder med samme
forleeg. Det kan vaere opgaver/gvelser, gangen i et bevis i laerebogen eller spergsmal til andre tekster
med matematisk indhold. I gruppearbejdet vil undervisningen nasten af sig selv vere tilpasset ele-
vernes niveau, idet ikke alle grupper arbejder pé lige hojt fagligt niveau og ikke nar lige langt. Som
lerer kan man tilpasse sin vejledning af hver gruppe herefter. Det vil oftest vare formélslest at af-
slutte et gruppearbejde, hvor alle elever har arbejdet med samme emne, med en klassegennemgang
eller en elevfremlaeggelse af emnet, fordi udbyttet af denne form for afrunding pa gruppearbejdet
for det meste er meget ringe, og kan virke demotiverende pa eleverne. En evaluering direkte i grup-
peregi (skriftligt eller mundtligt) vil ofte give et meget storre udbytte for den enkelte.

I klassediskussionen er eleverne med til at sette dagsordenen, og leereren gér her i dialog med ele-
verne. Her er det vigtigt, at man som lerer ikke konstant retter forkerte elevudsagn, og selv siger det
korrekte, men tveertimod hele tiden arbejder bevidst med elevernes anvendelse af sprogbrugen og
diskuterer forkerte opfattelser af begreberne. Denne form kan vere god til fx at diskutere losning af
en opgave, hvor de forskellige elevforslag diskuteres i klassen.

Den traditionelle leerergennemgang af matematisk stof (forelaesningen) har ogsa sine fortrin, idet
mange elever far stoffet gennemgaet samtidigt: Men den har samtidig den ulempe, at alle elever
skal folge med i samme tempo og pa samme niveau. Derfor vil denne form egne sig bedst til tids-
maessigt kortere forlab. Eleverne ser og herer herved de matematiske begreber anvendt pa korrekt
made og fir herved indtryk af korrekt matematisk sprogbrug, hvor lereren optraeder som “’rollemo-
del”.

3.e Arbejdet med matematiske tekster

I leereplanens afsnit 3.2 hedder det: ”Der arbejdes bevidst med den mundtlige dimension, herunder

selvsteendig tilegnelse, bearbejdning og prasentation af forelagte matematiske tekster.”

Udvikling af elevernes faeerdigheder i at leese en forelagt matematisk tekst selvstandigt har betyd-

ning for elevens studiefeerdighed sével pa de videregdende uddannelser som i gymnasiets matema-

tikundervisning. At fokusere pd evnen til at leese en matematisk tekst selvstendigt betyder, at selve

det at lse en matematisk tekst far en sterre plads 1 undervisningen. Nedvendigheden af at kunne

laeese en matematisk tekst starter allerede ved legsningen af en lidt mere kompliceret opgave, noget

som forudsetter, at man kan forsta den koncentrerede fremstilling og fx kan identificere variable og

sammenhange mellem dem. Det er ikke noget eleven kan i forvejen, og derfor skal det treenes, fx i

opgaver som:

— I et koordinatsystem er der givet to punkter A og B, en linear funktion f og en eksponentielt

voksende funktion g, hvis grafer begge gar gennem punkterne A og B. For enhver verdi af X
er P(x, f(x)) et punkt pa grafen for f og Q(X,g(X)) et punkt pa grafen for g. Bestem den

storst mulige vaerdi af |PQ ,nar x e[L;4].

— For g-gruppen Galapagos galder, at antallet af arter af landplanter pd den enkelte o-gruppe
med god tilnermelse kan beregnes ud fra eens areal, malt i square miles, ved hjlp af en
funktion N(x).Om funktionen N oplyses, at N(15) =68 og N(174) =149, og at dens for-
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skrift er af formen N (x) =bx®. Bestem tallene a og b. Bestem forholdet mellem antal arter af

landplanter pé to forskellige oer, hvor den ene ¢ har et areal, der er 2,5 gange sd stort som
arealet af den anden o.

— I vedproducerende skovbrug er langsigtet planlegning nedvendig, idet fx en beg feldes, nar
den er 90-120 &r. I en redegeorelse fra 1983 skriver Skovstyrelsen til Miljeministeriet, at are-
alet af de private bageskove er aftaget siden 1930’erne. Styrelsen forventer, at dette areal 1
fremtiden vil blive reduceret med 0,9 % pr ér, hvis udviklingen fra arene for 1983 fortsatter.
I det folgende antages, at skovstyrelsens forudsigelse holder. Hvor mange procent vil arealet
af private bageskove vare reduceret med 1 &r 2083 sammenlignet med arealet 1 19837

Men ogsa det at leese en gennemgaet matematisk tekst (se Eksempel 161) er noget, eleven skal lere.
Det er ikke indlysende for alle elever, at man ved leesning af matematik ma arbejde med papir og
blyant, at man ma stille spergsmal til teksten, at man ma tage notater, at man ma udfere alle mel-
lemregninger. At vejlede eleven i at leese en matematisk tekst kan gribes an pa mange mader. Fx
kan man give eleven en opskrift pd, hvordan man leser en matematisk tekst, og man kan preove at
tydeliggoare, hvilke ligheder og forskelle der er mellem at laese en matematisk tekst og tekster 1 an-
dre fag. Man kan udarbejde arbejdsspergsmal til en tekst, som eleverne har for. Man kan bede ele-
verne aflevere deres studienotater fra hjemmearbejdet med en tekst. Man kan lade dem laese mindre
matematiske tekster, som ikke er gennemgéet, og som de skal gore rede for.

At lese en forelagt matematisk tekst selvstaendigt (se Eksempel 163) er i princippet ikke sa forskel-
ligt fra at laese en gennemgdet matematisk tekst. Og at laese en tekst selvstendigt kan vare et led 1 at
leere at laese ogsd gennemgaede tekster. Men selvstudium kreever et storre fagligt overblik hos ele-
ven end niveauet i teksten, og derfor mé de valgte tekster 1 svaerhedsgrad selvfolgelig ikke overstige
elevens faglige niveau. De benyttede tekster kan vere af mange forskellige slags: Opgaver, eksem-
pler fra l&erebogen, udvalgte sider fra leerebogen, oversigtsartikler, artikler fra populervidenskabeli-
ge magasiner, tekster fra internettet, artikler fra aviser, annoncer osv.

3.f Projektforleb og emneforleb

I leereplanens afsnit 3.2 hedder det: ”En betydelig del af undervisningen tilretteleegges som projekt-
eller emneforlab over forskellige dele af kernestoffet og det supplerende stof eller problemstillinger,
der er genstand for fagsamarbejde. For hvert stgrre forlgb formuleres faglige mal, der tages stilling
til arbejdsprocessen, og eleverne udarbejder et skriftligt produkt, som kan dokumentere de faglige
resultater eller konklusioner vedrgrende en tveerfaglig problemstilling.”

Nogle projektforlab, emneforleb eller storre sammenh@ngende opgaver vil vere knyttet til matema-
tiks samarbejde med andre fag. Bade valg af emner, arbejdsform og tidsforbrug samt produkt og
evalueringsform aftales her mellem de involverede lerere og med eleverne.

Et projektforleb er ikke en entydig sterrelse, men kan defineres pé flere méder, som hver for sig har
fordele og ulemper i forhold til en given undervisningssituation. Den enkelte laerer ma derfor i den
givne situation, pa det givne trin i undervisningen og ud fra stoffets karakter samt sit kendskab til
det pageeldende hold ngje overveje, hvilken form der er mest hensigtsmassig. Men falles for alle
projektforleb er, at det starter med en problemformulering, at eleverne arbejder selvstendigt under-
vejs, og at det slutter med et produkt.

En problemformulering er oftest formuleret som en afgreenset faglig problemstilling, der behandles
og besvares gennem projektarbejdet. Problemformuleringen kan udarbejdes af eleverne selv, en-
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keltvis eller i grupper. Men dette kan vere en tidskraevende proces, og valg af denne form er nor-
malt forbundet med, at det er et bevidst mal for undervisningsforlebet, at eleverne skal laere at for-
mulere egne sporgsmadl til et forelagt materiale som eksempelvis i visse statistiske forlgb.

I de fleste tilfzelde vil det vaere en fordel, at leereren pa forhand har udarbejdet problemformulerin-
gen/-erne. Enten kan alle grupper arbejde med samme problemformulering, eller leereren kan udar-
bejde flere forskellige, som eleverne s& gruppevis vaelger mellem.

Et selvstendigt elevarbejde med projektet kraever god forberedelse og faste aftaler. Eksempelvis
aftaler om arbejdsformen i grupperne, om hvilke opgaver eller roller det enkelte gruppemedlem har,
om dette gar pa skift, om hvordan man giver lektier for, og hvordan dette registreres, om rad og
vink fra lerere, og om hvorndr lareren tilkaldes for at yde direkte hjalp. Under projektarbejdet kan
der opsté enske om at &ndre problemformuleringen. Det kan vare en god ide, at leerere og elever pa
forhdnd aftaler regler for, hvornir og hvordan en problemformulering kan @ndres.

Alle projekter afsluttes med et produkt, der kan evalueres. Produktet kan vere en rapport, et fore-
drag med tilherende disposition, en synopsis, et debatindlaeg til en avis eller andet. Lareren klarger
fra starten kravene til produktet og aftaler pd forhdnd med eleverne, hvorledes projektet evalueres.

Emneforleb adskiller sig fra projektarbejde ved, at der ikke nedvendigvis foreligger en problem-
formulering, at eleverne ikke nedvendigvis arbejder selvstaendigt i grupper i hele forlgbet, og at der
ikke nedvendigvis er et produktkrav. Undervisningen i et emneforleb kan veksle mellem klasseun-
dervisning, forelesning, elevforedrag, kortere eller lengerevarende gruppearbejder, elevfremlaeg-
gelse af delresultater o.a. Forud for et emneforleb formuleres faglige delmal for forlebet, arbejds-
formen aftales med eleverne, og det fastlaegges, hvordan forlebet skal evalueres; herunder evalueres
det, hvordan emneforlebet har veret med til at bringe eleverne videre pé vej til at opfylde undervis-
ningens mal. Faglige delmal evalueres normalt med en test.

Er der tale om et starre emneforleb, der tager sigte pa at dekke et omrade af de faglige mal, afrun-
des forlebet med et skriftligt produkt. Dette kan vare en rapport, et passende bredt udvalg af opga-
vetyper fra det behandlede emne, en kommenteret oversigt eller mindmap over strukturen i den be-
handlede matematik, et foredrag med tilherende diskussion eller andet.

3.g Rapporter og skriftligt arbejde

I lereplanens afsnit 3.2 hedder det: I undervisningen leegges der betydelig vaegt pa opgavelgsning
som en afgarende statte for tilegnelsen af begreber, metoder og kompetencer. Lagsning af opgaver
foregar bade i timerne og som hjemmearbejde. Endvidere arbejdes der med starre skriftlige pro-
dukter som resultat af arbejdet med projekter og emner.”

Den skriftlige dimension er et centralt element i matematik, da det bade er et indleeringsredskab og
et evalueringsinstrument. Det er en del af undervisningen, at eleverne vejledes med hensyn til de
krav til skriftlige besvarelser, som fremgar af laereplanens bedemmelseskriterier og vejledningens
afsnit 4 om bedemmelse af de skriftlige opgaver.

Arbejdet med de traditionelle matematikopgaver har til forméal at opeve eleverne i problemlosning,

fra det simple til det mere komplicerede. Her kan arbejdet varieres. Ofte leerer man et fag godt at
kende, hvis man er god til at stille spergsméil inden for faget. Man kunne benytte denne ide ved trae-
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ningsopgaver, idet man beder eleverne om at udarbejde nogle opgavetyper, som de selvfolgelig skal
kunne lose selv. Andre elever i klassen kunne sé evt. lese dem. Man kan endvidere lade eleverne
arbejde med at rette opgaver med bestemte fejl, som laereren har udarbejdet.

Elevernes udbytte af rettelserne vil normalt stige betydeligt, hvis slutretningen ikke star alene, men
er kombineret med rettelser og kommentarer givet i1 lobet af skriveprocessen. En elektronisk besva-
relse kan give gode muligheder for videre bearbejdning og redigering og derfor vare velegnet til at
kvalificere elevernes skriftlige arbejde. Man kan fx lade dele af et opgavesat vere elektronisk med
genaflevering for gje eller man kan opdele arbejde med et opgavesat i forskellige faser, hvor en-
keltfaser er elektroniske og genstand for kritik fra leerer eller fra andre elever.

Eleverne skal ogsa arbejde med sterre matematikopgaver. Det kan ske 1 forbindelse med projekt og
emneforleb, hvor eleverne udarbejder en rapport. Her kan et af mélene vere at opove elevernes
evne til skriftlig formidling. I andre forleb kan man arbejde med formidlingsopgaver (se Eksempel
302), hvor eleverne skriver til en bestemt mélgruppe. Det kunne fx vere en artikel om kuponhaef-
ternes tilbud om afbetalingshandel, fx computerkeb, og denne artikel kunne vare til et ugeblad.
Endelig kan elevernes notater ogsé behandles som skriftligt arbejde. Eleverne kan forbedre deres
notatteknik, hvis de udarbejder oversigter over de forskellige definitioner og sa@tningers indbyrdes
relationer 1 fx et mindmap.

3.h It

I lzereplanen stir der i afsnit 3.3 om it: ”Undervisningen tilrettelegges, saledes at lommeregnere, it
og matematikprogrammer bliver vaesentlige hjelpemidler i elevernes arbejde med begrebstilegnelse
0g problemlgsning”.

Ved it i matematikundervisningen forstis handholdt teknologi (CAS-vaerktej, geometriverktoj,
lommeregnere) samt computerbaserede programmer (CAS-varktej, geometrivaerktej, statistikpro-
grammer, regneark, Internet og webapplets etc.). Det er et krav, at alle elever skal have adgang til et
CAS-verktej. Imidlertid kan andre mere omrédespecifikke vaerktojer vere saerdeles velegnede til at
stotte elevernes arbejde med bade kernestofemner og emner i det supplerende stof.

Felles for bdde CAS-varktojet og andre it-vaerktejer er, at de muligger en mere eksperimenterende
tilgang til begreber, emner og problemlgsning i matematik.

Man kan betragte brugen af it i undervisningen ud fra to synsvinkler. Nemlig egentlig it-baserede
forleb, som er tilrettelagt sdledes, at it-varktojer er en nedvendig forudsatning for, at eleverne kan
arbejde med det valgte emne, fx behandling af sterre dataset, og it-stattede forlab, hvor it ikke er
strengt nedvendigt, men hvor it kan stette den daglige undervisning.

I leereplanens afsnit 3.2 om didaktiske principper stir der specielt om CAS-vearktojet, at: "CAS-
varktajer skal ikke blot udnyttes til at udfare de mere komplicerede symbolske regninger, men ogsa
understgtte feerdighedsindlaering og matematisk begrebsdannelse”. Dvs. CAS-varktojet skal have
en fremtraedende plads i undervisningen generelt og i elevernes arbejde med bade teori og problem-
losning.

I brugen af CAS-verktgjet kan man med fokus pa den givne problemstilling diskutere kvalificeret
metodevalg ved at give eleverne indsigt i vaerktejets mange muligheder. Man kan ogsé diskutere de
forskellige metoders styrker og svagheder i forskellige typer af problemlgsning, saledes at de kan
skifte mellem disse, og ndr en metode kommer til kort, sa kan en anden maske lose problemet. Ele-
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verne ber fx 1 grafisk ligningslesning opnd kendskab til disse grafiske billeders begraensninger, og
de ber have indsigt i, at kendskab til de elementere funktionernes egenskaber er afgerende for at
kunne forklare det grafiske forlab uden for billedet’.

I lzereplanens afsnit 4.2 om preveformer hedder det: ”Under den anden del af praven ma eksami-
nanden benytte alle hjelpemidler, bortset fra kommunikation med omverdenen. Opgaverne til den-
ne del af praven udarbejdes ud fra den forudsatning, at eksaminanden rader over CAS-varktgjer,
der kan udfgre symbolmanipulation, jf. afsnit 3.3”. Dette kraver, at CAS-verktejet indgar som et
naturligt hjeelpemiddel i elevernes daglige arbejde med de skriftlige opgaver i matematik, saledes at
de opever rutiner i1 brugen af verktojet, sd de bliver i stand til pd en hensigtsmassig méde at anven-
de verktojet ved losning af de centralt stillede eksamensopgaver.

3.i Undervisningstilrettelaeggelse med it

It ber ligesom 1 andre fag vare en naturlig del af den daglige undervisning i matematik pé lige fod
med andre undervisningsmaterialer. I laereplanens afsnit 3.3 hedder det, at der: "I tilretteleeggelsen
indgar traening i at anvende disse hjelpemidler til at udfare beregninger, til symbolsk manipulation
af formeludtryk, til handtering af statistisk datamateriale, til at skaffe sig overblik over grafer, til
ligningslasning, til symbolsk differentiation og integration samt til lgsning af differentialligninger.
Endvidere indgar anvendelse af lommeregnere, it og matematikprogrammer i tilretteleggelsen af
den eksperimenterende tilgang til emner og problemlgsning”.

It skal anvendes, fordi it kan vaere med til at kvalificere undervisningen og stette eleverne i, at:

— Forstd matematiske reesonnementer og beviser og i at danne matematiske begreber, fordi it
gor det muligt at fokusere pa det vaesentlige. Ved udledning af differentialkvotienter kan der
saettes fokus pa tretrinsreglen, nar varktejet kan udfere reduktioner. Animationer af sekan-
ternes vandring mod tangenten kan stotte begrebstilegnelsen. Ved udledning af cosinusrela-
tionerne kan der sattes fokus pa, hvorledes udledningen bygger pa viden om retvinklede
trekanter samt opstillingen af de to ligninger, og man kan undga at indsigten heri heemmes af
vanskelige reduktioner.

— Udvikle matematiske feerdigheder, fx i forbindelse med faktorisering, reduktion og lignings-
losning, idet vaerktejet kan give umiddelbar respons pé resultater og omskrivninger. Man
kan samtidig med storre frihed treene 1 at indfere variable og opstille ligninger, da vaerktejet
kan handtere flere ligninger med flere ubekendte.

— Benytte en eksperimentel tilgang til begreber og problemer, herunder at opstille hypoteser
og afprove disse. Dette gaelder ogsa (som tidligere naevnt under eksperimentelle forlab) 1
mange mindre delundersogelser, som fx undersggelse af, hvilken betydning koefficienterne i
et 2. gradspolynomium eller konstanterne 1 de elementare funktioners regneforskrifter har
for grafernes udseende. Tilsvarende kan gennemfores en eksperimenterende undersogelse
af, hvilken betydning de enkelte parametre som rente, afdragstid mv. har for en bestemt
okonomisk problemstilling.

— Opstille og udforske matematiske modeller, bade gennem beregninger og grafiske fremstil-
linger af et datamateriale. Det kan vare et modelleringsarbejde i samarbejde med andre fag,
som omtalt andetsteds. Eller det kan vare optimeringsproblemer, hvor CAS-varktejets mu-
ligheder for at stille ”hvad-nu-hvis”-spergsmal udnyttes, som 1 folgende undersogelse af,
hvor meget en bil ”fylder” pd en vej: Bilen er 4 meter lang, kerer med en fart pa v m/s, fore-

rens reaktionstid er 1,0 s og bremselengden er 0,07-v*, dvs. malt i meter "fylder" bilen -
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hvis man holder den korrekte afstand - stykket: 4+1-v+0,07-v>. Altsd kan der pa vejen

passere: f(v)= v > biler pr. sekund. Med CAS-veerktgjet findes let den ha-

4+1-v+0,07-v
stighed v, der giver det maksimale antal biler pr. sekund pé vejen. Derefter kan man stille
speargsmal af typen: Hvad nu hvis? Dvs. nu kan man eksperimentere. Man kan preve med en
sovnig bilist ved at rette 1 sekund til 2 sekunder. Man kan variere pd vejens friktion. En me-
re glat vej svarer et tal, der mindre end 0,07. Derved finder man hurtigt ud af, hvad vejens
kapacitet athenger af.

— Udforske sandsynlighedsteoretiske modeller og statistiske test som beskrevet i afsnit 2.b:
Statistik og sandsynlighedsregning.

— Kovalificere deres skriftlige arbejde ved at inddrage mulighederne for elektronisk kommuni-
kation om skriftlige opgaver og for at give eleverne feedback undervejs i arbejdet med et
skriftligt produkt. En egentlig procesretning kan ogsa udnytte it-faciliteternes muligheder.

— Kommunikere om matematik. Ved inddragelse af it-varktejer i undersogelsen af forskellige
problemer kan man stimulere elevernes behov for at diskutere resultater, hvad det er de ser
osv., samtidig med at it kan anvendes af elevernes i1 deres prasentation af deres besvarelser
af givne problemstillinger.

Pé fagets side pd emu’en er der placeret en raekke yderligere forleb og materialer til inspiration.

3.j Samspil med andre fag

I lereplanens afsnit 1.1 hedder det: “"Matematik bygger pa abstraktion og logisk teenkning og omfat-
ter en lang reekke metoder til modellering og problembehandling. Matematik er uundveerlig i mange
erhverv, i naturvidenskab og teknologi, i medicin og gkologi, i skonomi og samfundsvidenskab, og
som grundlag for politisk beslutningstagen”. I leereplanens afsnit 3.4 om samarbejde med andre fag
siges videre: ”Nar matematik indgar i en studieretning, skal der tilretteleegges et fagligt samarbej-
de, som indeholder mere omfattende anvendelse af matematik. Herved skal eleven opna en dybere
indsigt i matematikkens beskrivelseskraft og i vigtigheden af at overveje og diskutere forudseetnin-
ger for en matematisk beskrivelse og palidelighed af de resultater, der opnas gennem beskrivelsen”.

Andre fag som fysik, kemi, biologi, naturgeografi og samfundsfag anvender matematik til problem-
losning og formulerer ofte hypoteser og teorier i matematikkens sprog. Matematik selv ”har udvik-
let sig i en stadig vekselvirkning mellem anvendelser og opbygning af teori”, hedder det i laerepla-
nens afsnit 1.1. Problemstillinger fra andre fag udfordrer og stimulerer matematik til at finde meto-
der til at lose problemerne. Samtidig er sddanne problemer med til at vise betydningen af at beher-
ske den abstrakte matematiske teori, og alle de forskellige eksempler er med til at gere undervisnin-
gen mere levende og vedkommende for eleverne.

Et samarbejde med andre fag kan saledes bidrage til, at eleverne kan demonstrere viden om mate-
matikanvendelse inden for udvalgte omrader, herunder viden om anvendelse i behandling af en
mere kompleks problemstilling”, som det hedder i laereplanens afsnit 2.1.

I leereplanens afsnit 1.1 hedder det: ”"Matematik har ledsaget kulturens udvikling fra de tidligste
civilisationer og menneskenes farste overvejelser om tal og form”. I lereplanens afsnit 3.4 om sam-
arbejde med andre fag siges videre: ”Der skal tilretteleegges undervisningsforlgb med det hovedsig-
te at udvikle elevernes kendskab til matematikkens vekselvirkning med kultur, videnskab og tekno-
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logi. Dette skal ske gennem et samarbejde med andre fagomrader eller ved at inddrage elevernes
kendskab til disse fagomrader”.

Det grundlag for matematisk teori og r&esonnement, som blev udformet i oldtidens Grakenland, har
ovet betydelig indflydelse pa den vestlige verdens tenkning og har pavirket talrige store filosoffer
og kirkefadre, samfundsteoretikere og politiske teenkere. Samtidig har matematikkens evne til at
lose praktiske problemer givet afgerende bidrag til samfundsudviklingen, ligesom nye behov be-
standig har stillet nye opgaver til matematikken.

I almen studieforberedelse kan matematik deltage i en bred vifte af emneforleb og omvendt vil et
sadant fagligt samarbejde kunne bidrage til, at eleverne kan ”demonstrere viden om matematikkens
udvikling i samspil med den historiske, videnskabelige og kulturelle udvikling”, som det hedder i
lereplanens afsnit 2.1.

I grundforlebet kan der eksempelvis
— 1et samarbejde med naturvidenskabeligt grundforleb, med naturvidenskabelige fag eller
med idraet gennemfores kortere eller lengere forlab over vaekstmodeller (se Eksempel 201)
— 1et samarbejde fysik gennemfores et forleb over afkeling og eksponentielle modeller (se
Eksempel 205)
— 1et samarbejde med samfundsfag C gennemfores et forlob med anvendelse af statistiske me-
toder eksempelvis til undersogelse af kriminalitet
— 1iet samarbejde med biologi gennemfores et forleb om nedbrydning af rusmidler.
I vejledningen til matematik C-niveau og fagets side pd emu’en er der placeret en raekke yderligere
forleb og materialer til inspiration.

I en studieretning med matematik og samfundsfag kan der eksempelvis gennemfores forleb om
— opinionsmalinger (se Eksempel 220), statistiske metoder og indsamling af data via sperge-
skemaer eller pd anden vis
— stikprover ud fra store databaser (se Eksempel 221), overvejelser om kvaliteten af sdédanne
stikpraver, opstilling af hypoteser og statistisk afprevning af sddanne
— makrogkonomiske modeller og vismandsspillet
— velferdsmodeller (se Eksempel 224)
— LP-modeller
— profitmaksimering i enkeltvirksomheder
Pa fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forlab og materialer til inspiration.

I en studieretning med matematik og biologi kan der eksempelvis gennemfores forlob om
— arvelighed (se Eksempel 210), betingede sandsynligheder og Hardy-Weinbergs lov
— retsgenetik og analyse af dna-sekvenser (se Eksempel 211), hvor matematik anvender Bayes
s&tning, og avancerede it-vaerktejer anvendes 1 analysen af dna
— epidemier og immunbiologi
— vakstmodeller (se Eksempel 201)
— dig og din puls, hvor idrat naturligt kunne inddrages
— fedme og kolesterol
— diabetes 2-modellen (se Eksempel 214)
— at smage eller fole forskel (se Eksempel 283).
Pa fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forleb og materialer til inspiration.
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I en studieretning med matematik og fysik kan der eksempelvis gennemfores forlab om
— kinematik, eksempelvis med projekter fra det naturvidenskabelige gennembrud i 16-1700-
tallet om kast, fald og centralbevagelser
— kasteparabler (se Eksempel 236)
— svingninger
— varmeledning
— atkeling (se Eksempel 205).
Pa fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forleb og materialer til inspiration.

I en studieretning med matematik og kemi kan der eksempelvis gennemfores forlob om
— pH
— algebraisk afstemning af reaktionsskemaer og lgsning af lineaere ligningssystemer.
Pa fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forlab og materialer til inspiration.

I en studieretning med matematik og musik kan der eksempelvis gennemfores forlab om
— toneskalaer fra den pythagoraiske over middelalderskalaer til den veltempererede
— lydbelger.
Pa fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forlab og materialer til inspiration.

I en studieretning med matematik og naturgeografi kan der eksempelvis gennemfores forleb om
— landmaling, opméling af Jorden og korttegning gennem tiderne
— Jordens alder.

Pa fagets side pd emu’en er der placeret en reekke yderligere forlab og materialer til inspiration.

I almen studieforberedelse kan matematik eksempelvis medvirke i et forleb om:
— argumentets rolle i den vestlige kultur og arven fra Euklid
— forestillinger om rummet (se Eksempel 270) med udgangspunkt i Abbot Abbots ’Flatland’,
Lewis Carrols beger, filosoffer som Kant og matematikere som Gauss
— billedanalyse (se Eksempel 307) og det gyldne snit
— Newton og hans tid
— risikovurderinger i det moderne samfund — Three Mile Island og Challenger.
— formidling af statistiske undersegelser (se Eksempel 302), med udgangspunkt i konkrete ek-
sempler.
— opdagelsesrejser og navigation
— tunnellen péd Samos
— det moderne verdensbillede
— centralperspektiv og vaerdiperspektiv (se Eksempel 305)
— sundhed og livsstil
I vejledningen til almen studieforberedelse og fagets side pa emu’en er der placeret en reekke yder-
ligere forleb og materialer til inspiration.

4. Evaluering
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4.a Lebende evaluering

I afsnit 4.1 af lereplanen hedder det: ”Bade undervisningen og elevernes faglige udbytte heraf eva-
lueres lgbende.” Sigtet med den lebende evaluering er altsa dobbelt. Dels skal den vejlede den en-
kelte elev 1 det videre arbejde med faget, dels skal den afdeekke om undervisningens tilretteleeggelse
er optimal med hensyn til elevernes udbytte.

Den lgbende evaluering af det mundtlige arbejde indeholder en vurdering af elevernes bidrag til
undervisningen i klassediskussionerne samt en vurdering af deres selvstendige fremleggelse.
Mundtlig evaluering kan ogsa foregé ved samtaler med eleverne, nar de sidder gruppevis og arbej-
der selvstendigt. Her kan man fa et godt indtryk af deres faglige niveau og deres formidlingsevne.

Den lobende evaluering af det skriftlige arbejde vedrarer bdde eksamenslignende prover og smé
test, skriftlige opgaver og sterre rapporter. I laereplanens afsnit 4.1 hedder det: ”Gennem hele gym-
nasieforlgbet arbejdes med lagsning af skriftlige opgaver, og eleverne afleverer jeevnligt skriftlige
besvarelser. Besvarelserne rettes og kommenteres pa grundlag af bedemmelseskriterierne i afsnit
4.3.” Det lobende arbejde med at rette og kommentere de skriftlige opgaver er kommenteret 1 ho-
vedafsnit 3 under overskriften Rapporter og skriftligt arbejde, hvortil der henvises.

I leereplanens afsnit 4.1 hedder det videre: ”For hvert starre projekt- eller emneforlgb skal det tyde-
ligt fremga, hvorledes elevernes udbytte af forlgbet evalueres.

Forlgb over stgrre emner inden for kernestoffet afrundes normalt med en test til evaluering af de
faglige delmal.”

Malene opstilles pa baggrund af gymnasiets samlede malsatning og den faglige mélbeskrivelse i
leereplanens afsnit 2.1. I nogle forleb vil dette naturligt ske i et samarbejde med klassens evrige la-
rere. Det er nodvendigt at indtenke faglig progression i de opstillede mal, idet leereplanens mélbe-
skrivelser er slutmal, som skal vere opnaet ved undervisningens afslutning. Endelig indtenkes
hvilke dele af kernestoffet og det supplerende stof, der indgar i forlebet.

Ethvert storre undervisningsforleb afsluttes med en test af elevernes udbytte. En test er ikke nod-
vendigvis identisk med en traditionel skriftlig preove. Det kan ogsé vare et sporgeskema med korte
faglige spergsmal og andre spergsmal om elevernes arbejde 1 forlabet. En sddan test kan sammen-
knyttes med evaluering af selve undervisningsforlgbet. Testen kan ogsé vaere mundtlig, hvis der er
tale om et projektforlab, hvor hver projektgruppe fremlegger resultatet af deres arbejde.

I leereplanen hedder det endelig: ”Efter hvert starre projekt- eller emneforlgb gennemfarer leerer og
elever en evaluering af undervisning, arbejdsformer og fremskridt pa vej mod opfyldelsen af de
faglige mal.” Selve undervisningen skal siledes ogsa vare genstand for evaluering, si man som
leerer hele tiden overvejer, om man nu kunne tilretteleegge undervisningen med sterre udbytte for
eleverne. Evaluering af undervisningen vil indgé i skolens evalueringsplan. Det er helt naturligt at
inddrage eleverne i denne evaluering. Det kan ske pd mange mader:

— Ved en dben debat i klassen ud fra en dagsorden med serlige temaer.

— Ved et anonymt spargeskema, der efterbehandles af leereren og evt. diskuteres 1 klassen.

— Ved samtale med eleverne gruppevis, mens de fx har gruppearbejde.

— Individuelle udviklingssamtaler med hver elev. Her kan flere fag inddrages og samtalerne

kan foruden de enkelte fag ogsd omfatte mere generelle emner sdsom studieteknik mv.
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4.b Den skriftlige prove

I leereplanens afsnit 4.2 hedder det: Til den skriftlige prave gives der 4 timer. Det skriftlige eksa-
mensset bestar af opgaver stillet inden for kernestoffet og skal evaluere de tilsvarende faglige mal,
beskrevet i afsnit 2.1. Den forste del af settet skal besvares uden hjalpemidler. Til denne del af
preven gives der 1 time, hvorefter besvarelsen afleveres. Under den anden del af prgven ma eksa-
minanden benytte alle hjeelpemidler, bortset fra kommunikation med omverdenen. Opgaverne til
denne del af prgven udarbejdes ud fra den forudsetning, at eksaminanden rader over CAS-
veerktgjer, der kan udfare symbolmanipulation, jf. afsnit 3.3.”

4.c Formulering af opgaverne
Ved beregninger af enhver art arbejdes der inden for mangden af reelle tal eller delmangder heraf.
Komplekse tal vil derfor aldrig here med til en ensket losningsmangde.

I en opgavetekst vil det ofte forekomme, at grundmangden for en ligning ikke direkte er naevnt. Det
er da altid underforstaet, at grundmaengden skal velges sa omfattende som muligt inden for de reel-
le tal.

Ligeledes vil det ofte forekomme, at definitionsmangden for en given reel funktion ikke udtrykke-
ligt er angivet 1 opgaveteksten. I sddanne tilfelde er det altid underforstaet, at definitionsmangden
er den mest omfattende delmangde af de reelle tal, inden for hvilken den angivne forskrift har me-
ning. En modelsituation kan leegge begrensninger pé variationen af de variable ud over de rent ma-
tematiske begreensninger. Er dette ikke eksplicit angivet i opgaveformuleringen, er det en del af
besvarelsen at redegore for, hvilke intervaller der arbejdes indenfor.

Brug af ord som ’skitse’ og "tegn’ er ikke udtryk for, at der onskes en bestemt fremgangsméde. Det
er en del af undervisningen, at eleverne opnér indsigt i, hvilke detaljer der ber medtages i en skitse
eller modeltegning. En skitse af et grafisk forleb eller en modeltegning af en geometrisk situation
skal vise de karakteristiske egenskaber eller fenomener, som er vasentlig for opgavens besvarelse.
Eksempelvis tegnes spidse vinkler som spidse og modeller af trekanter tegnes ikke som retvinklede,
hvis dette ikke fremgér. For et grafisk forleb kan skaringspunkter med akserne, beliggenhed af lo-
kale ekstrema, monotoniforhold eller asymptotisk forleb hver for sig vare vasentlige at tage med 1
en skitse, alt athengig af opgaven.

Brug af formuleringer som ’los ligningen’, *bestem nulpunkter’ eller *beregn skeringspunkter mel-
lem to grafer’ er ikke udtryk for, at der enskes en bestemt fremgangsméide. Det er en del af under-
visningen, at eleverne opnar indsigt i styrke og svagheder ved symbolske contra numeriske metoder
til at lose ligninger og andre matematiske problemer. Dette vil s@tte eleverne 1 stand til at vurdere
hensigtsmessigheden i en given lesningsmetode, samt at finde andre veje frem, hvis en bestemt
losningsstrategi slér fejl. I opgaver, hvor der enskes en begrundelse for antallet af lasninger, eller
for at den samlede lgsningsmangde er bestemt, vil dette fremga af opgaveteksten.

I opgaver, hvor der skal argumenteres for at den samlede losningsmangde er bestemt, eller hvor der
skal bestemmes lokale ekstrema, vil der ofte vere forskellige veje til mélet, og der foreskrives ikke
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nogen bestemt metode. Det er en del af undervisningen, at eleverne opnar indsigt i dette, herunder
hvorledes man kan argumentere ved hjelp af f'(x).

I opgaver inden for integralregning vil det altid fremgé af opgaveteksten, hvis man ensker angivelse
af en stamfunktion eller et ubestemt integral. Nar ubestemte integraler bestemmes ved hjelp af et
CAS-varktej forventes det ikke, at eleverne kan omskrive et svar, hvori der indgar funktioner, som
ikke er en del af kernestoffet.

I delproven med hjelpemidler kan der 1 modelsituationer optraede funktionsudtryk, som ikke direkte
er nevnt 1 kernestoffet. Sddanne udtryk forventes eksaminanderne at kunne differentiere og integre-
re med brug af et CAS-vaerktej, jfr. vejledningens afsnit 2d.

I en modelopgave kan eksaminanderne fa et datamateriale for sammenhangen mellem variable
samt oplysninger om, hvilken matematisk modeltype der kan beskrive materialet. Eksaminanderne
skal kunne opstille og hdndtere denne model, herunder stille spergsmal til og besvare spergsmal
vedrarende modellen, men de forventes ikke ved den skriftlige eksamen at kunne begrunde én be-
stemt model frem for andre. Det forventes, at eksaminanderne kan udfere lineer, eksponentiel og
potensregression.

Matematisk notation og matematiske symboler vil i alle tilfeelde, hvor der ikke foreligger entydige
internationale regler, blive anvendt ud fra det sigte at gere opgaveteksten leesevenlig for eksaminan-

den. I preven uden hjelpemidler vil funktionsudtryk som ¥/ x” altid vaere omskrevet pa formen x?.

Ligesom ", a*,Log /x bade kan betegne funktionen og en funktionsverdi, saledes kan det ogsa
generelt forekomme, at symbolet f (X) anvendes til bade at betegne en funktion og en funktions-
veerdi.

Konteksten vil afgere, om det er hensigtsmessigt eller ej at anvende parenteser 1 udtryk som
In(x) og InXx osv. Kan det misforstas, vil man altid satte parenteser, som i In(a-b).

Der anvendes som standard dansk komma: 1,53 og ikke 1.53. Ved angivelse af koordinater kan der
dog blive anvendt decimalpunktum, hvis det danske komma kan give anledning til misforstaelser:
Vi vil tillade os at skrive: (1.5, 4) i stedet for (1,5, 4). Hvis et udklip benytter decimalpunktum, vil
denne notation ikke blive @ndret i gengivelsen.

Punkter i et koordinatsystem kan bade blive angivet pa formen P(2,3), P =(2,3) og alene med koor-
dinatsattet (2,3). Den samme notation vil blive anvendt ved beskrivelse af punkter pé en graf.

4.d Eksamensszttets udformning
Delproven med hjzlpemidler kan indeholde valgfrie opgaver. Er dette tilfeldet vil det tydeligt

fremgé af sattet, hvor mange af de valgfrie opgaver der ma afleveres til bedemmelse.

Til eksaminandernes orientering vil det i eksamenssattet vaere anfort, hvilken pointfordeling der
leegges til grund for vurderingen af besvarelsen. En fuldsteendig besvarelse giver 100 point, hvoraf
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de 25 henherer til proven uden hjelpemidler. Et antal point, maksimalt 10 % af det samlede pointtal
reserveres til en bedemmelse af helhedsindtrykket af opgavebesvarelsen.

Ifolge lereplanen bestar eksamenssattet ’af opgaver stillet inden for kernestoffet og som skal eva-
luere de tilsvarende faglige mal beskrevet i afsnit 2.1”. I hovedafsnit 2 i denne undervisningsvejled-
ning er der i hovedtrak redegjort neermere for, hvad dette betyder for opgaverne til preven med
hjelpemidler.

4.e Proven uden hjzelpemidler
Det forventes, at eleverne kan
— opstille enkle formler ud fra en sproglig beskrivelse
— anvende nulreglen og lose simple forste og 2. gradsligninger
— anvende kvadratse@tningerne og reducere udtryk, der ikke er meget komplicerede
— sette tal ind 1 forskrifter
— anvende Pythagoras leresetning
— foretage beregninger i ensvinklede trekanter
— handtere eksponentiel notation og anvende potensreglerne
— isolere ukendte storrelser
— redegore for andengradspolynomiers grafer
— Dbestemme regneforskrifter for lineaere, eksponentielle og potensfunktioner
— differentiere polynomier, potensfunktioner, e og In(x)
— anvende de regneregler for differentiation, som er beskrevet i kernestoffet
— bestemme en tangentligning
— anvende viden om sammenhangen mellem afledet funktion og monotoniforhold
— aflaese vaeksthastighed grafisk
— bestemme stamfunktioner til polynomier, potensfunktioner, €' samt funktionen
— anvende viden om sammenh&ngen mellem stamfunktion, bestemt integral og areal.

4.f Bedemmelsen af det skriftlige eksamensszet
For det skriftlige eksamenssat gelder, at der 1 bedemmelsen af besvarelsen af de enkelte spergsmél
og i helhedsindtrykket vil blive lagt vagt pd, om eksaminandens tankegang fremgér klart, herunder
om der i opgavebesvarelsen er:
— en forbindende tekst fra start til slut, der giver en klar praesentation af hvad den enkelte op-
gave og de enkelte delsporgsmél gir ud pa
— en hensigtsmessig opstilling af besvarelsen i overensstemmelse med god matematisk skik
— en dokumentation ved et passende antal mellemregninger
— en redegoerelse for den anvendte fremgangsméde, herunder den eventuelle brug af de for-
skellige faciliteter, som et varktejsprogram tilbyder
— en brug af figurer og illustrationer
— en tydelig sammenhang mellem tekst og figurer
— en redegoerelse for den matematiske notation, der indferes og anvendes, og som ikke kan
henfores til standardviden
— en afrunding af de forskellige spergsmél med praecise konklusioner, preesenteret i et klart
sprog og med brug af almindelig matematisk notation.
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4.g Den mundtlige prove
For hvert hold pa skolen treeffes et valg mellem to preveformer:

“Prgveform a): En mundtlig preve pa grundlag af et overordnet spgrgsmal med konkrete del-
spargsmal. Spegrgsmalene til praven er offentliggjort i god tid inden praven og er udformet saledes,
at de tilsammen gar det muligt at evaluere de faglige mal, der er beskrevet i afsnit 2.1. Spgrgsmale-
ne og en fortegnelse over undervisningsforlgb sendes til censor, og censor godkender spgrgsmalene
forud for pregvens afholdelse.”

Grundlaget for den mundtlige prove er de gennemforte undervisningsforleb. I god tid inden eksa-
men vurderer lereren i samrad med holdet, om der blandt alle de gennemforte undervisningsforlab
er nogle kortere forleb eller delforleb, som er mindre velegnede 1 en mundtlig prevesammenhang,
og som dermed udskydes af det samlede provegrundlag. Prevegrundlaget skal bade deekke kerne-
stoffet, det supplerende stof og de faglige mél. Det kan eksempelvis dreje sig om et indledende for-
lob om formler og ligninger, som ikke er velegnet som selvstendigt emne, i den form forlgbet hav-
de. Forlebet er indholdsmassigt dekket af andre forleb og udskydes derfor af provegrundlaget. Det
kan ogsa dreje sig om et forlgb inden for statistik eller om et historisk emne, som udviklede sig til et
mindre vellykket forleb. Klassen beslutter derfor at gennemfore et andet forleb, der dekker samme
faglige mal, henholdsvis supplerende stof, som det mindre vellykkede skulle have gjort. Dette ud-
skydes derfor af eksamensgrundlaget. (Jfr. § 120 stk. 2 1 stx bekendtgerelsen om fastleeggelsen af
rammerne for undervisningsbeskrivelserne).

Den enkelte lerer finder sin egen méde “at holde regnskab med”, hvorledes de faglige mal, det sup-
plerende stof og de forskellige aktiviteter omtalt i kapitel 3 dackkes. I kapitel 5 er lagt et verktej, der
méske kan udnyttes i den planlaegning (se Eksempel 401). Listen over de undervisningsforleb, som
udger prevegrundlaget, behover ikke vare den samme for alle elever.

Eksamenssporgsmaélene tager udgangspunkt i gennemforte undervisningsforleb. Det enkelte eksa-
menssporgsmal skal gare det muligt at evaluere eksaminandens beherskelse af dele af de faglige
mél og vere udformet siledes, at eksaminationen kan bringe en reekke af bedemmelseskriterierne i
spil. Samlet set skal eksamensspergsmalene dekke de faglige mal formuleret i laereplanens afsnit
2.1.

Eksamenssporgsmalene skal offentliggeres i god tid inden eksamen. Det er mest hensigtsmaessigt,
at offentliggerelsen indgar som en del af lererens plan for undervisningen. Nogle lerere vil fore-
traekke at offentliggere spergsmalene i forbindelse med de enkelte forlab, som spergsmalene knyt-
ter sig til. Andre vil foretraekke at offentliggere spergsmalene samlet i forbindelse med repetitionen.
Uanset hvordan man griber det an, ber der i forbindelse med offentliggerelsen sattes tid af til at
drefte udformningen af spergsmaélene. Et af formdlene med offentliggerelsen er at gore eleverne
klar over forholdet mellem overskrift og underspergsmal. Endvidere at de er klar over, hvad der helt
precist menes med formuleringen af de enkelte undersporgsmal. Endelig hvad der forventes af en
god mundtlig prastation.

Hvis holdet skal til mundtlig prove placeres udkast til eksamenssporgsmal efter skolens anvisninger
pa hjemmesiden sammen med beskrivelsen af undervisningsforlebene. Spergsmal og en fortegnelse
over undervisningsforlebene sendes til censor. Det er god praksis, at censor af hensyn til eksami-
nandernes forberedelse senest 7 dage for prevens aftholdelse godkender spergsmaélene.

”Prgveform b): En mundtlig preve pa grundlag af rapporter udarbejdet i tilknytning til undervis-
ningen. Den enkelte eksaminands rapporter skal som helhed dakke de faglige mal, der er beskrevet
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i afsnit 2.1. Eksamensspgrgsmalene udformes med en overskrift og konkrete delspgrgsmal i relation
til rapporterne. Spgrgsmalene og en fortegnelse over rapporter og undervisningsforlgb sendes til
censor, og censor godkender spgrgsmalene forud for prgvens afholdelse.”

Grundlaget for den mundtlige prove er de gennemforte undervisningsforleb, herunder projektforla-
bene. I god tid inden eksamen vurderer laereren i samrad med holdet, om der blandt alle de gennem-
forte projektforlob og emneforlab er nogle kortere forleb eller delforlab, som er mindre velegnede i
en mundtlig proavesammenhang, og som dermed udskydes af det samlede prevegrundlag. Prove-
grundlaget skal bdde dekke kernestoffet, det supplerende stof og de faglige mal. Det kan eksempel-
vis dreje sig om et indledende forleb om formler og ligninger, som ikke er velegnet som selvstan-
digt emne, i1 den form forlebet havde. Forlebet er indholdsmessigt dekket af andre forleb og ud-
skydes derfor af pravegrundlaget. Det kan ogsé dreje sig om et forleb inden for statistik eller om et
historisk emne, som udviklede sig til et mindre vellykket forleb. Klassen beslutter derfor at gen-
nemfore et andet forleb, der deekker samme faglige mal, henholdsvis supplerende stof, som det
mindre vellykkede skulle have gjort. Dette udskydes derfor af eksamensgrundlaget. (Jfr. § 120 stk.
2 i stx bekendtgerelsen om fastleggelsen af rammerne for undervisningsbeskrivelserne).

Den enkelte lerer finder sin egen méde “at holde regnskab med”, hvorledes de faglige mal, det sup-
plerende stof og de forskellige aktiviteter omtalt i kapitel 3 deekkes. I kapitel 5 er lagt et verktej, der
méske kan udnyttes i den planlegning (se Eksempel 401). Listen over de projektforleb og emnefor-
lob, som udger pravegrundlaget, behover ikke vere den samme for alle elever. Eksamensspergsma-
lene tager udgangspunkt i projektforleb og emneforleb. For hvert projekt foreligger en projektfor-
mulering, der rummer en sédan faglig bredde og dybde, at en eksamination med udgangspunkt heri
gor det muligt at evaluere eksaminandens beherskelse af dele af de faglige mél og at bringe en raek-
ke af bedemmelseskriterierne i spil. Samlet set skal eksamensspergsmélene daekke de faglige mal
formuleret i leereplanens afsnit 2.1.

Eksamenssporgsmalene skal offentliggeres i god tid inden eksamen. Det er mest hensigtsmaessigt,
at offentliggerelsen indgar som en del af lererens plan for undervisningen. Nogle lerere vil fore-
traekke at offentliggere spergsmalene i forbindelse med de enkelte forlab, som spergsmalene knyt-
ter sig til. Andre vil foretraekke at offentliggere spergsmalene samlet i forbindelse med repetitionen.
Uanset hvordan man griber det an, ber der i forbindelse med offentliggerelsen sattes tid af til at
drefte udformningen af spergsmaélene. Et af formdlene med offentliggerelsen er at gore eleverne
klar over forholdet mellem overskrift og underspergsmal. Endvidere at de er klar over, hvad der helt
precist menes med formuleringen af de enkelte undersporgsmal. Endelig hvad der forventes af en
god mundtlig prastation.

Hvis holdet skal til mundtlig preve placeres udkast til eksamenssporgsmal efter skolens anvisninger
pa hjemmesiden sammen med beskrivelsen af projektformuleringerne. Bestemte eksamenssporgs-
mal kan have én felles overskrift, men forskelligt udformede undertekster, der hver peger i retning
af de forskellige projektformuleringer, eleverne har arbejdet med. Samtidig sendes sporgsmal og en
fortegnelse over projektforlobene til censor. Det er god praksis, at censor af hensyn til eksaminan-
dernes forberedelse senest 7 dage for prevens afholdelse godkender spergsmalene / prevegrundla-
get.

I leereplanens afsnit 4.2 hedder det videre: “Eksaminationstiden er 30 minutter pr eksaminand. Der
gives 30 minutters forberedelsestid.

Prgven er todelt.

Forste del af praven bestar af eksaminandens preasentation af sit svar pa det udtrukne spargsmal,
henholdsvis praesentation af den udtrukne rapport og dennes faglige delmal, suppleret med uddy-
bende spargsmal fra eksaminator.
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Anden del former sig som en samtale mellem eksaminand og eksaminator med udgangspunkt i det
overordnede spgrgsmal, henholdsvis rapportens genstandsfelt.”

Endelig hedder det i leereplanen vedrerende preveform (b), at der alene tages hensyn til den
mundtlige preaestation”.

Der skal vare sa mange sporgsmal, at sidste eksaminand har mindst 4 spergsmaél at velge mellem.
Der mé gerne vare dubletter. Alle spergsmal skal vere lagt frem ved eksaminationens start.

Uanset preoveform skal det enkelte eksamensspergsmal vare sa pracist formuleret, at der ikke kan
vare tvivl om, hvilket stofomrade der vil blive eksamineret 1. Udtryk som du kan evt. komme ind
pa...”, eller "hvis der bliver tid ...” skal undgas.

Eksamenssporgsmélene mé hverken indeholde en disposition for eksaminationens forleb eller stik-
ord til samtaledelen.

Uanset preveform opbygges eksamensspergsmalet todelt med en forholdsvis kort overskrift og en
uddybende undertekst med et eller flere konkrete delsporgsmal. De(t) konkrete sporgsmal er det
stof, eksaminanden selv skal komme med et oplaeg om. Samtaledelen bevager sig inden for de
rammer som overskriften udstikker.

Der er ingen fast regel for, hvor leenge hver af de to faser i eksaminationen skal vare, men normalt
ber der afsattes godt halvdelen af eksamenstiden til forste del.

Safremt en eksaminand har udarbejdet en rapport i papir eller elektronisk format om eksamens-
spergsmélets genstandsfelt, er det naturligt, at eksaminanden inddrager rapporten i sin besvarelse af
eksamensspergsmalet. Er der anvendt bestemte geometriske, statistiske eller andre vaerktajspro-
grammer kan dette ogsd indgd ved eksaminationen. Dog er det afgerende, at det er de matematiske
ferdigheder og ikke en teknisk formaen, der kommer til at std i centrum for eksaminationen.

Eksaminator leder eksaminationen, men det er vigtigt, at eksaminanden far mulighed for en selv-
steendig fremleggelse og ikke for hurtigt aftbrydes. Det er ligeledes vigtigt, at forskellen mellem
forste og anden del af eksamen traeder klart frem, sdledes at forste del ikke for hurtigt bliver til en
samtaledel.

Samtalen kan tage udgangspunkt i nogle elementer fra forste del og give eksaminanden mulighed
for at demonstrere kendskab til anvendelser af noget teori, at inddrage et historisk perspektiv eller at
vise overblik over det faglige omrade. I samtaledelen kan man ikke atkraeve eksaminanden bevis-
tunge eller meget detaljerede redegorelser.

Under hele eksaminationen er det eksaminators opgave at sikre, at savel fortrin som mangler ved
eksaminandens prastation traeder tydeligt frem. Fejl og faglige misforstaelser kan give anledning til

opklarende spergsmal, men dette méa ikke udvikle sig til undervisning.

Eksaminanderne ma have alle hjelpemidler, leerebeger, notater, rapporter, dispositioner til spergs-
malene mv. med bade til forberedelsen og i selve eksamenslokalet. Eksaminanderne skal ikke bruge
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forberedelsestiden pa at skrive en eventuel disposition de har lavet hjemmefra over pé et andet styk-
ke papir, men pa at forberede sig pa det spergsmaél, de har trukket.

Under selve eksaminationen ma eksaminanden stotte sig til notater eller henvise til en rapport, men
skal for pravens afholdelse vare gjort opmarksom pa, at oplasning eller afskrift af sddanne notater
ikke teller positivt med 1 bedemmelsen.

4.h Bedommelseskriterier og karaktergivning
I leereplanens afsnit 4.3 er opridset de bedemmelseskriterier, der leegges til grund for bedemmelsen
af sével skriftlige som mundtlige prestationer. Det vil altid aftheenge af det faglige stof, eller det
konkrete eksamensspergsmaél, hvilke af de omtalte kriterier der naturligt er i spil i den givne situati-
on:
”Bedemmelsen er en vurdering af, i hvilket omfang eksaminandens prastation lever op til de faglige
mal, som er angivet i 2.1.
| denne vurdering leegges der vaegt pa, om eksaminanden:
1) har grundlaeggende matematiske feerdigheder, herunder
— kan handtere matematisk symbolsprog og matematiske begreber
— har kendskab til matematiske metoder og kan anvende dem korrekt
— eristand til at bruge it-veerktgjer hensigtsmeessigt
2) kan anvende matematik pa foreliggende problemer, herunder
— kan veelge hensigtsmassige metoder til lgsning af forelagte problemer
— kan preasentere et matematisk emne eller en fremgangsmade ved lgsning af et matematisk
problem pa en klar og overskuelig made
— kan redeggre for foreliggende matematiske modeller og diskutere deres raekkevidde
3) har overblik over og kan perspektivere matematik, herunder
— kan perspektivere matematikkens udvikling
— har overblik over et omrade, hvor matematik anvendes i samspil med andre fag, samt evner
at reflektere over matematikkens rolle i anvendelser i andre fag
— kan bevaege sig mellem fagets teoretiske og praktiske sider i forbindelse med modellering og
problembehandling
— demonstrerer indsigt i karakteristiske sider af matematisk reesonnement.”
I lereplanen hedder det endelig: I bade den skriftlige og den mundtlige preve gives der én karakter
ud fra en helhedsbedgmmelse”.

En prastation, der fuldt ud opfylder de relevante faglige mal, vurderes til ”fremragende”, jf. be-
kendtgerelse nr 448 af 18/05/2006 (Bekendtgerelse om karakterskala og anden bedemmelse).

Nedenfor er i skematisk form vist, hvorledes 7-trinsskalens terminologi kan knyttes sammen med de
faglige mal for henholdsvis skriftlig og mundtlig matematik pa B-niveau:
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Stx B Skriftligt
I en eksamenssituation inddrages de kategorier, som er relevante for pdgaldende provesat

Eksaminanden:
Kategori 12 7 02
Dybde/ - kan redegere for og anvende | - demonstrerer viden om an- - demonstrerer elementaert
Kompleksitet/ modeller og reflektere over vendelse af matematiske mo- kendskab til simple matemati-
Reasonnement prognoser og rekkevidde. deller. ske modeller.
- vaelger og anvender med stor | - demonstrerer viden om vigti- | - demonstrerer nogen kendskab
sikkerhed hensigtsmaessige ge metoder til behandling af til fremgangsmader 1 behand-
metoder til behandling af fore- | forelagte matematiske proble- lingen af simple matematiske
lagte matematiske problemer. mer. problemer.
Sprog/ - kan udforme en veldisponeret | - kan udforme en opgavebesva- | - kan anvende simple formler,
Terminologi/ besvarelse med en sikker brug | relse med god sammenhzang men udformer en noget usam-
Fremlaggelse af figurer og symbolsprog, og inden for de enkelte spergsmél | menhangende besvarelse med
hvor tankegangen fremgar klart | og med en god brug af figurer | en beskeden inddragelse af
og symbolsprog figurer og en noget uprzacis
anvendelse af symboler.
Bredde/ - er i stand til at bruge it- - er i stand til at bruge it- - kan anvende it-veerktejer i
Overblik/ verktejer hensigtsmaessigt. verktejer hensigtsmaessigt i de | losning af simple opgavetyper.
Perspektiv - demonstrerer viden og faer- fleste sammenhenge. - demonstrerer elementaer vi-

digheder pa stort set alle felter

med kun uvaesentlige mangler

- demonstrerer viden om og
gode faerdigheder inden for
adskillige felter

den og elementere faerdigheder

inden for flere felter
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Stx B Mundtligt
I en eksamenssituation inddrages de kategorier, som er relevante for pdgaldende eksamenssporgs-

maél
Eksaminanden:
Kategori 12 7 02
Dybde/ - kan bevaege sig mellem fagets | - kan redegere for karakteristi- | - kan, med en del usikkerhed,
Kompleksitet/ teoretiske og praktiske sider i ske treek ved foreliggende indga i en faglig dialog om
Rasonnement forbindelse med modellering matematiske modeller og dis- simple matematiske modeller.
og problembehandling. kutere reekkevidde af disse. - demonstrerer i en samtale
- kan forholde sig reflekterende | - kan praesentere de vigtigste kendskab til fremgangsmaden i
til idealiseringer og reekkevidde | trin i behandling af et simpelt behandlingen af et simpelt
af modeller. matematisk problem. matematisk problem.
- demonstrerer indsigt i mate- - kan gennemfore hovedlinjer- | - demonstrerer i en samtale
matisk reesonnement og teori ne i et simpelt matematisk kendskab til enkelte aspekter i
reesonnement et simpelt matematisk raeson-
nement
Sprog/ - kan fremlaegge velstruktureret | - kan fremleegge sammenhan- | - kan anvende simple matema-
Terminologi/ og udtrykke sig klart med sik- gende med et godt kendskab til | tiske formler, men fremlaegger
Fremleggelse ker anvendelse af matematisk matematisk terminologi noget usammenhangende og
terminologi. mangler pracision i matema-
tisk terminologi.
Bredde/ - demonstrerer overblik over et | - demonstrerer viden om et - demonstrerer i en samtale
Overblik/ omrade af matematik eller omrade af matematik, eller kendskab til et omrade af ma-
Perspektiv viden om et omrade, hvor ma- | viden om simple anvendelser af | tematik eller til simple anven-
tematik anvendes i samspil matematik i samspil med andre | delser af matematik i samspil
med andre fag. fag. med andre fag..
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5. Paradigmatiske eksempler

1.

AR Al ol

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24,
25.
26.
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Eksempel 111:
Eksempel 121:
Eksempel 123:
Eksempel 124:
Eksempel 161:
Eksempel 163:
Eksempel 201:

haenge

Eksempel 205:
Eksempel 210:
Eksempel 211:
Eksempel 214:
Eksempel 220:
Eksempel 221:
Eksempel 224:
Eksempel 236:
Eksempel 270:
Eksempel 280:
Eksempel 282:
Eksempel 283:
Eksempel 293:
Eksempel 294:
Eksempel 302:
Eksempel 305:
Eksempel 307:
Eksempel 313:
Eksempel 401:

Euklids elementer med elevvalgte projekter

Eksperimenterende forleb om differentialkvotienter
Eksperimenterende forleb om variabelbegrebet: Tilfeeldige rektangler
Eksperimenterende forleb: Hvordan finder man tangenten?

Eksempel pa opskrift for lzesning af en matematisk tekst

Eksempel pa matematisk tekst: Broerne i Konigsberg

Vakstmodeller og introduktion af variabelbegreb og variabelsammen-

Tak for kaffe - Et forleb om linezer og eksponentiel regression
Arvelighed, betingede sandsynligheder og Hardy-Weinbergs lov
Sandsynlighedsregning og retsgenetik

Diabetes type 2 — problemer med diagnose og behandling
Statistik og vaelgeradfaerd

Stikprever og databaser et forleb indenfor emnet statistik
Velfaerdssamfundet og befolkningsudvikling i Danmark
Kasteparablen i idraetten

Rum og dimension — om Abbott Abbotts Flatland
Sammenligning af to maleserier

Random Walk

Kan man smage forskel?

Vakstmodeller og differentialregning

Matematiske modeller og SD-diagrammer

Statistik, formidling og medier

Centralperspektiv og vaerdiperspektiv

Billedanalyse

Det gyldne snit og Fibonaccitallene

Liste over gennemforte forleb. B-niveau. Skabelon
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Eksempel 111:
Euklids elementer med elevvalgte projekter

Niveau: 1g/2g: B eller A
Tidsforbrug: I alt 8 moduler & 90 minutter
L. Indledning: 2 moduler

a) Felles basisviden: Klip fra Euklids elementer: Definitioner, aksiomer (forudsatninger),

slutningsregler (almindelige begreber), s@tningerne 1, 2, 3, 4(uden bevis), 5.

b) Gruppedannelse: Efter valg af projektopgave
II. Arbejdet med Projektopgaver: 4 moduler
1. Produkt: Rapport og foredrag.
Krav til rapporten:
1 Hvert gruppemedlem skal bidrage med en underskrevet del. Alle i gruppen skal vere inde i det
stof gruppen som helhed har arbejdet med.
2 Der skal vaere en precis litteraturliste over anvendt materiale, herunder de sider, som hgrer med
til gruppens pensum inden for projektopgaven.
3 Der skal vaere tydelig kildeangivelse, nér en regel, stning eller pastand anvendes uden bevis
eller argumentation.
4 For hver af opgaverne skal rapporten omfatte en fyldestgarende behandling af problemformule-
ringen samt svar pd spergsmalene a), b) og c).
Krav til foredraget: Gruppen valger det mest centrale resultat, som gruppen har arbejdet med. Hvor
flere grupper arbejder med den samme projektopgave, mé grupperne blive indbyrdes enige om,
hvilken gruppe, der fremlagger hvad, sa vi ikke kommer til at hore pa det samme to gange.
IV. Evaluering: 2 moduler.
Vurdering af rapport med henblik pd sammenhang, vesentlighed, ovenfor formulerede krav, kor-
rekthed.
Vurdering af foredrag med henblik pa veesentlighed og klarhed (i tale og i indhold).
Diskussion af positivt og negativt ved arbejdet 1 grupperne.
Projektopgaver:
Opgave 1: Hvordan beviser Euklid Pythagoras’ satning, og hvorfor har sa stor betydning inden for
matematik og inden for anvendelser af matematik?

a) Hvordan beviser Euklid Pythagoras’ satning, og hvilke s@tninger bygger beviset pa?

b) Hvilke andre beviser for Pythagoras’ satning findes der, og hvordan adskiller disse sig fra

Euklids bevis?

c) Hvilken betydning har Pythagoras’ satning for matematikken?

d) Findes der praktiske anvendelser af Pythagoras’ saetning?

e) Hvordan lyder Pythagoras’ omvendte s&tning, og hvordan bevises den?

Opgave 2: Hvilke opfattelser har der veeret/er der af begreberne punkt, linje, delelighed, og hvorfor
har en afklaring af disse begreber sa stor betydning?
a) hvilken opfattelse havde pythagoraerne af begreberne punkt og linje , hvordan kan de vere
ndet frem til opfattelsen, og hvorfor matte opfattelsen opgives?
b) Hvilke problemer vedrerende den rette linje og punktet afslorer Zenon med sine paradokser?
c) Hvilken opfattelse af begreberne punkt og linje har Euklid, hvordan kan han vaere néet frem
til opfattelsen, og hvilken status har opfattelsen i dag?
d) Kan et linjestykke deles i det uendelige?
e) Er summen af uendelig mange linjestykker uendelig?
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f)

Find i en lerebog et bevis for setningen om ensvinklede trekanter. Gelder dette bevis i alle
tilfaelde?

Opgave 3: Hvilke s&tninger galder der for V) trekantens linjer: Medianer, midtnormaler, hgjder,
vinkelhalveringslinjer og ? trekantens ind- og omskrevne cirkel? Hvorfor er satningerne rigtige?

a)
b)
©)
d)
e)
f)

Hvilke satninger geelder der for de navnte linjer, og hvordan bevises disse s@tninger?
Hvad forstas ved et geometrisk sted, og hvilke af de naevnte linjer er geometriske steder?
Hvordan konstrueres en trekants omskrevne cirkel?

Hvordan konstrueres den indskrevne cirkel?

Hvad handler formlen 4RT=abc om, og hvordan bevises den?

Hvad handler formlen T=rs om, og hvordan bevises den?

Opgave 4: Hvad har den reguleere 5-kant med det gyldne snit vat gare, og hvilken betydning har
den regulere 5-kant?.

a)
b)

©)

d)
e)

Hvordan konstruere en reguler femkant, hvordan begrundes konstruktionen?

Hvilken forbindelse er der mellem den regulaere femkant og det gyldne snit?

Hvilken reguler polygon kan man konstruere ud fra den regulaere femkant og en ligesidet
trekant (reguler trekant)?

Hvorfor kan man ikke konstruere en reguleer 15-kant ved hjelp af en regular 5-kant alene?
Hvilke regulere polygoner kan man umiddelbart konstruere ved hjlp af en reguler fem-
kant?
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Eksempel 121:
Eksperimenterende forleb om differentialkvotienter

Hvordan differentierer man funktioner opbygget af en differentiabel funktion f(x)?

1 1
H .ff . f 2 f 3 f ?
vordan differentierer man f(x)”, f(x)", 0 R TP , ), g(f(x)

Formal: At udvikle fortrolighed med differentiabilitet og tretrinsreglen samt at treene elementer fra
. . . . 1
udledningen af differentialkvotienten for x*, x*, x*, — , v/x.
X

At udvikle undersogekompetencen gennem arbejdsgangen
eksempler —generalisering—verificering.

Mal: At eleverne bliver i stand til selvstendigt at arbejde med tretrinsreglen og til at bestemme dif-
ferentialkvotienten af en sammensat funktion g(f(x))

Problemformulering: Hvordan differentierer man f(x)* , f(x)*, f(lx) , (f(l S NAICO
X

g(f(x)), nar man ved, at f(x) er differentiabel?

Forudsetning: Eleverne har udledt differentialkvotienten for de elementare funktioner x*, x*, x*,

1 .
—, +/x, og at de har set beviset for konstant-faktor reglen og sum reglen.
X

Produkt: En rapport som besvarer spergsmélene 1 problemformuleringen og omfatter losning af
folgende opgave samt en beskrivelse af arbejdsprocessen, der ledte frem til svaret. Endvidere skal
rapporten indeholde en overvejelse over svarets sandhedsverdi.

Opgave: Bestem differentialkvotienten for folgende funktioner:
2 12
(x3 +1) , (x“ +1) A ExE AL, #, In(x® + x* +4)
X

+X"+4

Tidsforbrug: 6-8 timer
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Eksempel 123:
Eksperimenterende forleb om variabelbegrebet: Tilfaeldige rektangler

'Tilfeeldige rektangler' er et eksperimentelt projekt, der handler om variabelbegrebet og simple
sammenhange mellem variable. Det forudsatter et elementert kendskab til uathangige og athan-
gige variable, samt simple og sammensatte variable. Klassen diskuterer i fellesskab, hvilke variab-
le, der karakteriserer et rektangel. Herefter konstruerer eleverne lange lister over de variable, fx
lister over 1000 tilfeldige grundlinjer og hejder, samt de tilherende lister over omkreds og areal.
Der tegnes XY -punktgrafer til illustration af sammenhangene, som derefter diskuteres i fellesskab:
Hvilke figurer afgraenses i de forskellige tilfeelde? Hvad bliver ligningerne for de rette linjer, der
afgrenser figurerne? Her forudsettes ikke andet end et generelt kendskab til den rettes linjes ligning
med betydningen af haeldningskoefficienten og skeringen med andenaksen. Man vil ogsa {2 lejlig-
hed til at prasentere ligningen for en standardparabel y = k-x*, som nogle i klassen typisk vil kende
pa forhdnd, men der forudsettes intet kendskab til parabler.

MAal:  — anvende variabelsammenhzange i modellering af givne data,
— gennemfore simple matematiske raesonnementer
—anvende it-vaerktejer til losning af givne matematiske problemer.

Niveau: Projektet egner sig glimrende til starten af grundforlebet. Der er senere muligheder for at
vende tilbage til eksperimentet pd de hgjere niveauer i forbindelse med mere avancerede overvejel-
ser indenfor sandsynlighedsregning. Her vil integralregningen nemt kunne bringes pd banen.

Samarbejdsmuligheder: Projektet kan afvikles i matematik, men kan ogsé indgé i et HOT-
samarbejde med fx naturvidenskabeligt grundforleb omkring variable og variabelsammenhange.

Arbejdsformer og timeforbrug: 4x 45 minutter

Selve eksperimentet tager nemt en dobbelttime, med introduktion af projektet, instruktion i1 brug af
varktejer, fx en grafisk lommeregner, udfersel af eksperimentet og lidt felles diskussion af de gra-
fer, der fremkommer. Dertil kommer en efterbehandling pa en dobbelttime med teori: Afgrensning
af figurerne med savel eksperimentel som teoretisk fastleeggelse af ligningerne for de linjer og kur-
ver, der afgraenser figurerne. Projektet afsluttes fx med en skriftlig rapport, hvor eleverne redegor
for eksperimentet, dokumenterer resultaterne i form af tabeller og grafer, og diskuterer grafernes
uformning s& godt de formar. Specielt de teoretiske argumenter er svere at formulere skriftligt.

Anvendelse af it og veerktgjsprogrammer: Det er oplagt at skrive rapporten og udfere eksperimentet
med brug af IT-programmer. Her kan man med fordel introducere det graftegneprogam, man allige-
vel vil benytte i det daglige. Det kan fx vaere regnearket Excel, statistik og modelleringsprogrammet
Fathom, eller CAS-programmet TI-Interactive. Eneste krav er adgangen til at frembringe lister over
tilfeldige tal og grafer for sadanne lister pa simpel vis. Ligeledes kan enhver grafisk lommeregner
bruges, hvis blot den indeholder kommandoer til frembringelse af lister med tilfaeldige tal i enheds-
intervallet.

Undervisningsmaterialer: Eksperimentet er beskrevet i detaljer i haftet 'Some like it hot'. Der er
tale om et leerermateriale med diskussion af mulige konklusioner pa eksperimentet, samt omtale af
hvordan forskellige redskaber kan anvendes i eksperimentet. Elevinstruktionen kan fx sta pa et A4-
ark og kraever ikke nogen selvstaendig tekst.
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Eksempel 124:
Eksperimenterende forleb: Hvordan finder man tangenten?

Formal: At udvikle fortrolighed med tangentbegrebet, herunder forstaelse af at tangenthaldningen

er en funktion, gennem

-tegning af tangenten til en graf'i et punkt ved hjelp af en grafregner eller et matematikprogram

-afleesning af ligning og haldning grafregner eller et matematikprogram

-ud fra en tabel over tangentheldning for en elementaer funktion at nd frem til en forskrift for tan-

gentheldningen ved at benytte metoden

tabel—plot—forskriftstype(grafkending)—regression—check ved sammenligning af resultat og

tabelplot

-udledning af den afledede for simple funktioner: sekant er en approksimation, bedre approksimati-

on ved mindre tilveekst, ’grensevaerdi”

Endvidere at udvikle og bruge evnen til at genkende en graf. At gve og anvende metoden til at

komme fra tabel til forskrift. At eve og skerpe undersegekompetencen gennem arbejdsgangen
eksempler —generalisering—verificering

ved at stille starre krav til verifikationen (her kommer eleverne taet pa at skulle bevise de opstillede

hypoteser).

Mal: At eleverne bliver i stand til at bestemme en ligning for tangenten til grafen for en funktion af
typen f(x)=x* med og uden elektroniske hjelpemidler

Problemformulering: Hvordan bestemmer man tangenten til grafen for funktionerne f(x)=x* iet

givet punkt? Hvilke begrundelser er der for rigtigheden af den valgte metode?

Produkt: En rapport som besvarer spergsmalene 1 problemformuleringen og omfatter losning af
folgende opgave samt en beskrivelse af arbejdsprocessen, der ledte frem til svaret. Endvidere skal
rapporten indeholde en overvejelse over svarets sandhedsverdi.

Opgave: I) Benyt grafregner eller et matematikprogram. Betragt funktionen f(x)=x>. Tegn grafen
for f(x). Tegn ved hjelp af grafregner eller program tangenten til grafen i P(1,f(1)). Aflaes ligning
fra grafregner eller program. Aflaes tangenthaldningen. Udfer det samme arbejder med andre tan-
genter. Udfyld en tabel som folgende:

X-koordinat til punktet pa grafen -1 1 2 3 4 5

Tangenthaldning a punktet

Lav et plot af tabellen. Gat pd en sammenhang mellem x og a. Bestem det bedste gat. Verificér
geettet.
Benyt samme fremgangsmade til at opné et gaet pa tangenthaldningen for mindst 3 af funktionerne

1) Betragt f(x)=x" og punktet P(2,f(2)). Tegn sekanten gennem P og Q(3,f(3)). Sekanten er en

approksimation til tangenten. Benyt sekanten til at opna en approksimation til tangenthaldningen i
P. Gor approksimationen bedre gennem en reekke trin, hvor Q kommer tattere pa P. Hvad skal der
til for at hoppe fra approksimation til heeldningen a?

Tidsforbrug: 6-8 timer
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Eksempel 161:
Eksempel pa opskrift for lzesning af en matematisk tekst

Din bog er ikke din egen, men udlant fra skolen. Derfor kan du hverken understrege de vigtige ting i
en tekst eller tilfoje argumenter og mellemregninger, hvor det er nedvendigt. Men selvom det var
din egen bog , ville det vere nedvendigt at tage notater i tilknytning til leesningen. Fx fordi under-
stregninger ofte kreever kommentarer eller uddybninger, der er mere omfattende end bogens margin
tillader.

Trin 1: Forhandsforstielse. Hvad handler teksten om? Hvad ved jeg om emnet i forvejen? Handler
teksten om det, er foregik i undervisningen (Brug notater fra sidste lektion)?

Trin 2: Overblik . Hvilken type tekster bestar teksten af?

Larestof: eksempel, s@tning, bevis, anvendelse?

Lasestof: Introduktion til et emne, en definition, en sa&tning eller et bevis? Perspektiverende tekst?
Trin 3: Indlering. Athangig af teksttype:

Teksttype 1: Eksempel: Les problemstillingen. Tegn, hvis det er muligt. Hvad er givet, hvad skal
findes? Opfat eksemplet som en udvidet facitliste til en opgave, der skal loses.

Prov at lese problemet selv!

Hvis du kunne lose problemet, sammenlign med tekstens losning.

Hvis du ikke kunne lose problemet, begynd laesningen. MED PAPIR OG BLYANT. Hvis teksten
beskriver en figur, sd tegn figuren ud fra teksten. Sammenlign med tekstens tegning.

Kan du nu lgse problemet alene?

Hvis ikke, sa las videre — skriv hvert skridt ned. Tilfej mellemregninger. Argumenter for hvert
skridt i1 lesningsprocessen. Prev hele tiden at g& videre med lesningen uden at se i bogen.

Nér du er kommet til vejs ende, skal du

- Gore dig klart, om der var problemer (fx begrundelser), som du ikke kunne finde ud af.

- Formulere hvert enkelt problem sé precist som muligt, skriv praecist ned, hvor problemet dukker
op i teksten.

Repetere: Hvad var problemstillingen? Kan du gennemgi losningen uden at kigge 1 teksten? Forst
nar du er i stand til dette, har du tilegnet dig leerestoffet !

Teksttype 2: Setning, regel, formel/bevis:

Hvad siger satningen, reglen, formlen? Hvordan bruges den? Tag dine notater fra undervisningen
til hjelp. Blev beviset gennemgdet 1 klassen? Har du udfert beviset i klassen? Prov, om du kan gen-
nemfore beviset uden at stotte dig til teksten. Hvis du ikke kan det, s gi frem som ovenfor under
Eksempel.

Du har ferst tilegnet dig laerestoffet, nar du er i stand til at gennemga beviset uden at stotte dig til
teksten.

Nér du er naet til vejs ende, skal du efterbehandle arbejdet:

Hvad var givet, hvad skulle bevises?

Hvad var hoved-ideen i beviset?

Var der problemer med begrundelserne? Hvor pracist opstod de? Skriv ned, og formuler sa pracist
som muligt, hvad problemet var.

Eksempel pa spergsmal til en lektie i matematik

Ovelse 1. Tekst: Lerebog, indledende afsnit om: Geometri
Besvar spergsmalene i TRIN 1 og TRIN 2 i opskriften ovenfor.
I dine notater skulle der gerne vaere svar pd felgende sporgsmal:
Hvad betyder ordet geometri?

Stx-bekendtgarelsen, juli 2008 — bilag 36 46



Hvorfor er det nedvendigt at male og veje?

Hvorfra og fra hvornar stammer de @ldste vidnesbyrd om arbejde med geometri? Hvilken form for
geometri var der tale om?

Hvorndr begyndte man at begrunde metodernes rigtighed?

Hvordan lyder formlen for en trekants areal?

Hvordan finder man arealet af en firkant?

Hvad er en spids vinkel? En stump vinkel?

Tegn en trekant og kald den PQR. Hvordan betegnes trekantens sider?
Tegn en grundlinje og den tilsvarende hejde i en trekant.

Hvad er et trapez?

Hvad siger Pythagoras’ satning for trekant PQR, P=90°?

Hvad siger Pythagoras’ omvendte se@tning?

Ovelse 2: Tekst: Lerebog om Geometri og trigonometri, side ... (afsnit om sa&tninger og beviser).
Besvar spergsmalene vedrerende larestof 1 opskriften ovenfor. Anvend TRIN 3, teksttype, og be-
svar spergsmélene her.

Dine studienotater skulle gerne indeholde svar pa spergsmél som folgende:

Hvor star den sa&tning, teksten handler om? Hvor begynder beviset — hvor slutter det?

Hvilke mellemregninger, som ikke er anfort i bogen, havde du svert ved at forsta?

Ud af beviset traeder der en bonus frem: En ny formel for arealet af en trekant. Hvad siger formlen?
Side ... : Teksten er leerestof. Den bestar af evelser og eksempler.

Anvend TRIN 3, teksttype 1. Besvar spargsmalene her.

Dine notater skulle gerne indeholde svar pa folgende sporgsmaél:

I bogens bevis er der en indskraenkning, et forbehold. @velse ... handler om dette forbehold? Hvad
er forholdet 1 det gennemforte bevis?

Hvilket problem skal lases i eksempel ...? Prov at lose problemet, for du laser i bogen.

Qvelse ... er egentlig et eksempel: Det lumske tilfeelde.

Hvad er det lumske ved problemet? Hvad kendetegner det lumske tilfzelde?

Los problemet i sidste linje 1 eksemplet.
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Eksempel 163:
Eksempel p4 matematisk tekst: Broerne i Konigsberg

Konigsberg var en by 1 Ostpreussen. I dag hedder den Kaliningrad, og er en del af Rusland. I 1700-
tallet opstod problemet om, hvorvidt man kan foretage en vandring i byen, saledes at hver bro kryd-
ses netop en gang, og saledes at vandringen slutter, hvor den begyndte.

Broerne er vist i nedenstdende tegning til venstre. Til hejre vises en skematisk figur af broerne, en
sakaldt graf.
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Grafen bestér af fire punkter, der reprasenterer de fire landomréder til venstre, samt syv kurver (der
kaldes kanter), der repraesenterer de syv broer, der skal krydses netop en gang. Hvis man eksperi-
menterer lidt, finder man hurtigt ud af, at man ikke kan foretage den enskede vandring. Men hvor-
dan kan man bevise det? Det elegante svar blev givet af den beremte matematiker og fysiker Leon-
hard Euler (1707-1783). Lad os fokusere pa et omrade i bykortet eller (hvilket er det samme) et
punkt f.eks. D i grafen. Lad os nu antage, at vi kan foretage den enskede vandring. Hver gang vi
gennemleber en kant, s@tter vi en pil pd kanten, der viser, hvilken retning vi gar. Umiddelbart efter
at vi gar ind til punktet D, gér vi ud fra punktet D. Heraf folger let, at antallet af indgédende pile til D
mi vare det samme som antallet af udgaende pile fra D. Dvs at det samlede antal kanter, der steder
ind til D, er lige. Men i grafen, der illustrerer de Konigsbergske broer, har nogle (ja faktisk alle)
punkter et ulige antal tilstodende kanter, eller som man ogsé udtrykker det: de har ulige valens. Man
kan altsa ikke foretage den enskede vandring.

Problemet kan generaliseres: Man kan sperge om kanterne i en hvilken som helst ssmmenhangende
graf kan gennemlgbes, saledes at hver kant gennemlebes netop en gang, og saledes at man slutter i
samme punkt som man startede. Vi har set, at en nedvendig betingelse for, at dette kan lade sig gore
er, at alle punkter har lige valens. Den betingelse er faktisk ogsa tilstrackkelig. Dette resultat opfattes
som starten pa den matematiske disciplin, der kaldes grafteori, og det indgar som en ingrediens i
mange resultater. Et eksempel er det kinesiske postbuds problem. Et postbud starter pa posthuset i
en given by og skal omdele post i alle gader. Ruten skal tilretteleegges, sd den samlede vandring
bliver kortest mulig. Dette problem kan lgses i praksis selv for meget store byer, og i lesningen ind-
gér losningen til de Konigsbergske broers problem.

Den handelsrejsendes problem bestar i at gennemlgbe en given graf, sa alle punkter beseges mindst
en gang. Problemet minder om det kinesiske postbuds problem og dermed ogsé om de Konigs-
bergske broers problem, idet man her blot skal gennemlebe alle punkter i stedet for alle kanter. Da
der 1 almindelighed er feerre punkter end kanter, kunne man tro, at den handelsrejsendes problem
typisk er lettere end de Konigsbergske broers problem. Det forholder sig ganske modsat.
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Prov feks at gennemlobe et skakbrat med en springer sd hvert felt gennemlobes mindst en gang og
springeren flytter sd fa gange som muligt og vender tilbage til udgangspunktet. Det mindste antal
traek er 64, men de fleste vil bruge lang tid pa at finde losningen.

Det er et vigtigt ulest problem at forstd og udarbejde effektive metoder til at lase den handelsrejsen-
des problem, mens det kinesiske postbuds problem er fuldstaendigt afklaret. Dette illustrerer det
fascinerende fanomen, at loste og uleste matiske problemer kan ligge meget op ad hinanden formu-
leringsmaessigt. Disse og andre grafteoretiske problemer er beskrevet i nedennavnte artikel.

Artiklen er skrevet af Professor Carsten Thomassen, Institut for Matematik,Danmarks Tekniske
Universitet. Citeret fra:
http://www.mip.sdu.dk/mat2000/PostkortMatematik/broer.html

Yderligere l&sning:
C.Thomassen, Broer, skak og netverk, Naturens Verden 10 (1992)388-393.
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Eksempel 201:
Vakstmodeller og introduktion af variabelbegreb og variabelsammenhange

Forlebet bestér af en rekke ovelser med vakstmodeller inden for forskellige anvendelsesomrader.
Indenfor kernestoffet pd C-niveauet beskaftiger det sig iseer med de folgende to omrader:
— formeludtryk til beskrivelse af ligefrem og omvendt proportionalitet samt lineare sammen-
hange, eksponentielle sammenhange og potenssammenhange mellem variable
— xy-plot af datamateriale samt karakteristiske egenskaber ved lineeere sammenhange, ekspo-
nentielle sammenhange og potenssammenhaenge samt anvendelse af regression.
Indenfor de faglige mal sigter forlebet iser pa de folgende overordnede mal:
— héndtere simple formler, herunder oversatte mellem symbolholdigt og naturligt sprog og
kunne anvende symbolholdigt sprog til at lase simple problemer med matematisk indhold
— anvende variabelsammenhange i modellering af givne data, kunne foretage fremskrivninger
og forholde sig reflekterende til disse samt til reekkevidde af modellerne
Men dertil kommer ogsa vasentlige bidrag til de felgende to mal:
— demonstrere viden om matematikanvendelse samt eksempler pd matematikkens samspil med
den gvrige videnskabelige og kulturhistoriske udvikling.
— anvende it-verktejer til losning af givne matematiske problemer.

Niveau
Materialet er udarbejdet med tanke pa matematik i grundforlebet (C-niveau). Dele af materialet kan
dog ogsa indga pa hejere niveauer.

Samarbejdsmuligheder

Temaet om idreet laegger op til tverfagligt samarbejde med idraet og evt. fysik. Temaet om krops-
vaegt og andre biologiske sterrelser hos pattedyr, samt nedbrydning af rusmidler laegger tilsvarende
op til et tveerfagligt samarbejde med biologi. Herudover er der oplagte samarbejdsmuligheder med
f.eks. det naturvidenskabelige grundforleb om modellering af simple eksperimenter i de naturviden-
skabelige fag.

Timeforbrug
Tema om idreet: 10 timer, tema om kropsvegt: 10 timer, tema om rusmidler: 6 timer.

Arbejdsformer
Hovedsagelig ovelsesregning 1 grupper. Temaet om idraet rummer en del selvstendig elevaktivitet
med indsamling af data.

Anvendelse af it og veerktgjsprogrammer.

Gode muligheder. Vejledning til relevante aspekter af udvalgte verktejer — regneark, CAS-
programmer og grafregnere — er inkluderet i sarskilte afsnit. Brugen af sddanne hjelpemidler er
pakraevet for at fa det fulde udbytte af undervisningsforlebet. Forlabet kan udmaerket gennemfores
alene med PC-varktejsprogram, f.eks. et regneark som Excel. Rader klassen over grafiske lomme-
regnere, f.eks. TI-84, er det ogsd muligt at gennemfore forlabet alene med stotte fra disse.

Undervisningsmaterialer / er det tilgeengelige leerermaterialer eller elevmaterialer?
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Heftet "Veaekst”, som er placeret pé fagets side pd emu’en. Forlgbet kan baseres udelukkende pa
dette heefte.
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Eksempel 205:
Tak for kaffe - Et forleb om linezr og eksponentiel regression

Materialet er skrevet i to dele og disse kan leses uathangig af hinanden.
Forlebets forste del tager udgangspunkt i opvarmning af vand med en hjemmelavet dyppekoger.
Der méles en sammenhaeng mellem tid og temperatur og méleresultaterne indtastes 1 et regneark.
Der tegnes x-y-plot og der indlaegges bedste rette linje gennem punkterne.
I anden del af forlobet afkoles vandet igen og der méles igen sammenhang mellem tid og tempera-
tur. Man beregner forskellen pa temperaturen af vandet og omgivelserne og der tegnes en graf med
tiden pa x-aksen og temperaturforskellen pd y-aksen. Der laves eksponentiel regression i Excel.
Undervisningsmaterialet indeholder

— elevmateriale

— tastevejledninger til Excel

— lerervejledning

Niveau: Grundforlebet.

Samarbejde: Forlabet er velegnet til samarbejde med fysik og naturvidenskabelig grundforleb.
Timeforbrug: 10 — 15 timer.

Arbejdsformer: Forlebet skal afvikles som gruppearbejde. Forlabet er opbygget omkring eksperi-
menter i fysik — opvarmning og afkeling af vand. Det meste af forlebet kraever, at eleverne arbejder

ved en computer.

IT Forlebet er skrevet til Excel, men kan rimelig let oversattes til OpenOffice eller anden tilsvaren-
de program med regneark.

Undervisningsmaterialet kan hentes pa fagets side pd emu’en
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Eksempel 210:
Arvelighed, betingede sandsynligheder og Hardy-Weinbergs lov
- et samarbejde mellem matematik og biologi

Genetik er et klassisk samarbejdstema mellem matematik og biologi. Matematisk set arbejdes der
her med vejet gennemsnit og frekvensfordeling af generne. Endvidere arbejdes med statistisk forde-
ling af generne og statistisk beskrivelse af de egenskaber (fx sygdomme) som bestemte arveanlaeg
kan medfere med forhgjet sandsynlighed. Emnet laegger op til flere praktiske eksperimenter i biolo-
gi med arveegenskaber og undersegelser i databanker.

De nye bioteknologier, fx genmanipulation og fosterscreening, leegger op til vurderinger, der bygger
pa anvendelse af statistik og sandsynligheder, ogsa har en udpraget etisk dimension vi et samarbe;j-
de med dansk og religion vare narliggende.

Mal: - indsamling og bearbejdning af data til belysning af en (p& baggrund af statistik) opstillet hy-

potese.

- anvende simple statistiske eller sandsynlighedsteoretiske modeller til beskrivelse af et givet data-
materiale eller fenomener fra andre fagomrader, kunne stille spergsmaél ud fra modeller, have
blik for hvilke svar, der kan forventes, samt vare i stand til at formulere konklusioner i et klart

sprog

Niveau: Kan benyttes fra C-niveau og opefter. Det vil vaere en stor fordel at tilretteleegge forlobet pa
et tidspunkt, hvor klassen ogsé har biologi.

Samarbejdsmuligheder: Velegnet til et samarbejde med biologi, dansk og engelsk. Hvis moderne
bioteknologi inddrages, vil emnet vare oplagt som et forleb 1 Almen studieforberedelse.

Arbejdsformer og timeforbrug:

I matematik kan man med klassen gennemga den klassiske populationsgenetik (Mendels love, Har-
dy-Weinbergs lov). Man kan ogsé inddrage eksempler pa betingede sandsynligheder. Dette kan
gores eksemplarisk ud fra skematisk opstilling af veerdierne for to variable (fx rygere/ikke-rygere;
lungekraeft/ikke-lungekraft), da den teoretiske behandling af betingede sandsynligheder ofte vil
vaere meget vanskelig for eleverne. Dette kan sa indga 1 vurderinger af personers arveligt betingede
sandsynlighed for at udvikle bestemte sygdomme. Efter denne introduktion kan eleverne sa arbejde
emneorienteret i grupper med emner, som lererteamet pa forhand har udvalgt. Man kan tilrettelaeg-
ge et rollespil og etiske emner i1 forbindelse hermed ud fra en konkret case. Det kunne at skulle tage
stilling til om man skal tilrdde en abort i tilfaelde, hvor fosteret har vist anlaeg for en bestemt syg-
dom. Her kunne eleverne reprasentere foraldrene, leegerne, statistikere, samfundsekonomer, religi-
ose (kristne og muslimer fx) og indlede med at finde ud af, hvilke synspunkter sddanne personer
kunne have, og sa med disse synspunkter optraede i en paneldebat for klassen. Man kunne ogsa lade
et sddan forleb udmunde i, at klassen tilretteleegger en temadag for hele skolen og bio-etiske
sporgsméil og fir markante kulturpersonligheder og eksperter til at holde opleg.

Undervisningsmaterialer:

I matematik kan man fx finde en god introduktion i "Matematiks anvendelser i biologi” Munks-
gaard 1974.
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Eksempel 211:
Sandsynlighedsregning og retsgenetik
- et samarbejde mellem matematik og biologi

Sandsynlighedsregning har mange anvendelser i biologi. I forbindelse med eksempelvis kriminalsa-
ger, familiesammenforingssager eller faderskabssager opstar der ofte behov for identifikation af
personer ud fra kendskab til blodtyper eller genetisk information. Sandsynlighedsregning er et ned-
vendigt redskab i sdidanne identifikationssager. For at kunne beregne, at en given mand er 10.000
gange sa sandsynlig som fader til et barn end en tilfeeldig mand, kraeves et indgdende kendskab til
regning med betingede sandsynligheder og Bayes’ formel.

Beregningerne kompliceres let, hvis man for eksempel ikke har adgang til biologisk materiale fra
den formodede far, men kun fra nogle naert beslegtede. Computerprogrammet "Hugin” kan benyt-
tes til losning af de komplicerede problemstillinger ved hjalp af opstilling af sdkaldte Bayesianske
net.

MaAl: at anvende simple statistiske eller sandsynlighedsteoretiske modeller til beskrivelse af et givet
datamateriale eller fenomener fra andre fagomrader, kunne stille spergsmal ud fra modeller, have
blik for hvilke svar, der kan forventes, samt veaere 1 stand til at formulere konklusioner i et klart

sprog
Niveau: Matematik A-niveau eller B-niveau

Samarbejdsmuligheder:

I biologi pé B-niveau eller A-niveau undervises som en del af kernestoffet i genetik samt nedarv-
ningsmenstre. Endvidere skal eleverne i biologiundervisningen se eksempler pa undersegelses- og
analysemetoder inden for genetik — eksempelvis PCR. Disse elementer kan oplagt kombineres med
sandsynlighedsregning i matematik pa A- eller B-niveau. Sandsynlighedsregningen er en del af det
supplerende stof.

Arbejdsformer og timeforbrug:

Forlebet kan tage fra 5-20 timer afthaengig af, hvor meget "Hugin” skal inddrages. Eleverne skal pa
forhdnd have stiftet bekendtskab med sandsynlighedsregning og elementer arvelighedslare - her-
under blodtyper. Efterfolgende indferelse af Bayes’ formel og beregninger pa simple eksempler
tager 8-10 timer.

I den indledende del af forlgbet vil lererstyret gennemgang af begreberne veare fordelagtigt. Senere
1 forlebet ber eleverne arbejde i1 grupper, enten med forskellige opgaver eller med de samme opga-
ver. Arbejde med “Hugin” kan passende finde sted som pararbejde.

Anvendelse af it og veerktgjsprogrammer:
Computerprogrammet “"Hugin” samt grafregner. Excel er meget anvendeligt til behandling af PCR-
resultater.

Undervisningsmaterialer:

Matematikbog indeholdende basal sandsynlighedsregning.

En demoversion af programmet "Hugin” kan downloades pa hjemmesiden:
http://www.hugin.com/Products_Services/Products/Demo/

Se endvidere eksempel pa undervisningsmaterialer pa fagets side pd emu’en.
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Finn V. Jensen: Introduction to Bayesian Networks”, Institut For Matematik og datalogi, Aalborg
Universitet 1993.
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Eksempel 214:
Diabetes type 2 — problemer med diagnose og behandling
- et samarbejde mellem matematik og biologi

Emnet:

Diabetes er et velegnet eksempel pa fejl i kroppens homeostase-regulering. De generelle forhold
iseer om Diabetes type 1 vil ofte veere gennemgaet pa et tidligt tidspunkt i biologiundervisningen
(uden nedvendigvis at inddrage matematik). Diabetes type 2 er pa mange mider vanskeligere at ga
til. Forhold omkring diagnose og behandling udviser stor variation, hvilket gor det oplagt at inddra-
ge matematikken.

Udgangspunktet for forlabet er folgende:

1) et omfattende og autentisk data-materiale om en sterre person-gruppes generelle fysiologiske
forhold samt om deres reaktioner pa forskellige test med glucose-belastning.

2) en model som beskriver ssmmenhangen mellem malbare parametre og de parametre, som har
afgerende betydning for homeostase-reguleringen af glucose i blodet.

Materialet kan bruges til flere del-forleb:
— undersggelse af variation og regelbundethed i forskellige fysiologiske parametre
— anvendelse af modeller til beskrivelse af fysiologiske forhold og processer
— anvendelse af modeller til vurdering af hvilken diagnose der kan stilles samt effekter af be-
handling

Niveau:
Matematik B- eller A-niveau. Biologi B- eller A-niveau.

Samarbejdsmuligheder:
Udvalgte dele af menneskets fysiologi, herunder reguleringssystemer samt stofskifte er en del af
kernestoffet 1 biologi pa bade A- og B-niveau.

Timeforbrug:
Forlebets omfang kan variere meget. 8-16 timer er et realistisk bud athengigt af, hvor mange ting,
der tages op.

Arbejdsformer:
Arbejde 1 mindre grupper vil vare oplagt.

Anvendelse af IT og varktejsprogrammer:
Er ubetinget nodvendigt.

Undervisningsmaterialer: Pa fagets side pd emu’en er placeret:
Data-fil med autentisk materiale

Data-model

Relevante artikler
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Eksempel 220:
Statistik og veelgeradfeerd
- et samarbejde mellem matematik og samfundsfag

Hvem stemmer pa hvilke partier? Valgforskere og meningsmélingsinstitutter underseger hele tiden,
hvad de danske vealgere ville stemme, hvis der var valg i morgen, og hvorledes partivalget athenger
af alder, kon, uddannelse, stilling og bopel. Dette materiale er saerdeles velegnet til arbejde med
statistik.

Mal
Formalet er at give eleverne/kursisterne forstaelse for indholdet og budskabet i opinionsundersegel-
ser.

Niveau
Forlebet kan gennemfores pa forskellige niveau med forskelligt indhold:
— for C-niveau pé hf og i gymnasiet ved at anvende materialet fra fagets side pd emu’en
— for B-niveau pa hf og i gymnasiet og A-niveau i gymnasiet ved at arbejde mere indgaende
med emnet.

Samarbejdsmuligheder
Forlebet kan tilrettelegges 1 samarbejde med samfundsfag.

Arbejdsformer

I forskellige dele af forlabet vil forskellige arbejdsformer vare naturlige. I den indledende del vil
traditionel leerergennemgang vekslende med ovelser vare bedst og senere i talbearbejdelsen og
spargeskemaprojektet vil gruppearbejde vare det mest optimale.

Timeforbrug

Timeforbruget i C-niveau vil vaere 6-8 klokketimer.

Timeforbruget i B- og A-niveau vil vaere 10-12 klokketimer inkl. empirisk undersogelse med efter-
bearbejdning.

Anvendelse af it
Regneark eller statistiske programmer indgar.

Indhold

C-niveau:

Hvordan finder man frem til hvor nejagtige opinionsundersegelser er? (jf. undervisningsmaterialet)
B- og A-niveau:

Samfundsfag indeholder emneomrédet politik, og velgeradfaerd er en del af kernestoffet. Inden
samarbejdet med matematik etableres skal de politiske partier og det danske politiske system vare
gennemgaet 1 samfundsfagsundervisningen. Herefter folger et forleb, hvor man beskriver og analy-
serer de danske valgeres adfzerd ud fra det tilgeengelige datamateriale og til slut kan eleverne selv
lave en empirisk undersogelse ved fx at indsamle oplysninger om, hvad eleverne (opdelt pa piger og
drenge) pé deres egen skole ville stemme, hvad deres foraldre stemmer, hvilken uddannelsesbag-
grund deres foraldre har osv.

De kan s undersgge om foreldrenes partivalg har betydning for deres partivalg, om der er forskel
pa pigers og drenges partivalg, om foreldrenes uddannelsesbaggrund ser ud til at betyde noget osv.
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Savel deskriptiv statistik, middelvardi, spredning, kvartilsat, histogram, sumkurve som hypotese-
test (chi’~test) kan illustreres og anvendes 1 forbindelse med disse data.

Undervisningsmaterialer
Til C-niveau:

Hans Vestergaard og Jette Rygaard Poulsen: Hvad er meningen? Et forlab om opinionsun-
dersggelser. Findes pa fagets side pd emu’en.

Til B- og A-niveau:

Gangse lereboger om deskriptiv statistik.

Samfundsfag/Den digitale hdndbog til samfundsfag — udgives 1 opdateret udgave hvert ar
ved juletid. Forlag Columbus.

www.statistikbanken.dk

www.gallup.dk

Per Vejrup-Hansen, Statistik med Excel, Samfundslitteratur.

www.samfundsfag.aau.dk, hvor eleverne/kursisterne kan hente data fra en velgerunderse-
gelse af valget 1 2001
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Eksempel 221:
Stikprever og databaser et forleb indenfor emnet statistik

'Stikprever og databaser' er et forlab, der introducerer Explorative Data Analysis (EDA) til analyse
af spergeskemaer og stikprever fra fx databaser. Udgangspunktet er et autentisk datamateriale enten
frembragt af eleverne selv, fx via en speargeskemaundersogelse, eller hentet pa nettet 1 en passende
database. De eksperimentelle data fremstilles grafisk pa forskellig vis og der udpeges/undersages
mulige variabelsammenhange. Forlobet kan eventuelt udvides med en undersogelse af vigtige stati-
stiske egenskaber for stikpreaver i en sddan database.

Mal: — anvende simple statistiske modeller til beskrivelse af et givet datamateriale, kunne stille
sporgsmél ud fra modellen, have blik for, hvilke svar der kan forventes, og vere 1 stand til at formu-
lere konklusioner i et klart sprog

— anvende it-varktejer til losning af givne matematiske problemer.

Niveau: Projektet egner sig til bade til grundforlabet og til hejere niveauer.

Samarbejdsmuligheder: Projektet kan afvikles i matematik, men kan fint indga i et samarbejde med
fx naturvidenskabeligt grundforleb eller samfundsfag C omkring beskrivelse af datasat. Det vil
ogsé afhengigt af det valgte tema kunne indga i1 almen studieforberedelse.

Arbejdsformer og timeforbrug: 8 x 45 minutter

Klassen introduceres til de begreber og metoder der er karakteristiske for EDA, dvs. specielt de
karakteristiske grafiske vaerktejer som fx XY-punktgrafer, kassegrafer og histogrammer til opdagel-
se af karakteristiske menstre og sammenhange, men ogsa til simple kvantitative mal som middel-
vardier, medianer og kvartiler. Derefter stilles et spergeskema eller en database til elevernes radig-
hed for den folgende analyse. Man kan fx udnytte at man pd mange skoler som led i1 en indledende
snak med klassen om deres forudsatninger og forventninger indleder skoledret med en sporgeske-
maundersogelse af elevernes fritidsvaner, lektievaner, forventninger til gymnasiet osv. Hvis disse
data opsamles elektronisk kan de nemt konverteres til en flles database, hvor oplysningerne om
eleverne fremstar 1 en passende anonymiseret form. Eleverne kan derefter udvalge forskellige stor-
relser (variable) med henblik pd en afklaring af hvilke andre variable, der kan tenkes at pavirke
eller blive pavirket af den givne storrelse ligesom man kan undersege om der er forskel mellem
forskellige grupper, om der er storrelser, der varierer sammen osv. Undersggelsen kan munde ud 1
en skriftlig rapport om de fundne sammenhange, hvor der sattes ord pa tolkningen af graferne,
ligesom den kan munde ud i en mundtlig fremlaeggelse/diskussion med klassen af de sammenhan-
ge, man mener at have pavist.

Anvendelse af it og veerktgjsprogrammer: Det er oplagt at bruge det statistikveerktej, man alligevel
vil benytte i det daglige, fx regnearket Excel eller statistik- og modelleringsprogrammet Fathom.

Undervisningsmaterialer: Man kan finde eksempler pa en sadan tilgang til spergeskemaanalyser i
haeftet: Spargeskemaanalyser. I dette haefte refereres til en stor tysk spergeskemaundersogelse af
gymnasieelevers fritidsvaner Muffins, der er tilgeengelig pa nettet.

P& nettet findes desuden adskillige diskussioner af Explorative Data Analysis. Fx kan man finde en
detaljeret gennemgang EDA fra en naturvidenskabelig synsvinkel i kapitel 1 af handbogen 'Engine-
ering Statistics Handbook', der frit kan downloades fra nettet stillet til rddighed af det amerikanske
National Bureau of Standards.
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Eksempel 224:
Velfzerdssamfundet og befolkningsudvikling i Danmark
- et samarbejde mellem matematik og samfundsfag

Emnet:

I debatten om velfeerdssamfundets udvikling nevnes udviklingen i1 befolkningssammensatningen
ofte som en af de store udfordringer som velfeerdssamfundet star over for. Fremskrivninger af be-
folkningstallene tyder pd at der 1 om 20 — 40 &r vil vere langt flere passivt forsergede (bern og unge
under uddannelse og @ldre pa pension) i forhold til antal erhvervsaktive end i dag. Diskussionen
kan fa stor betydning for de politiske beslutninger som tages vedrerende udviklingen af velferds-
samfundet, og der er god grund til at interessere sig for disse prognosemodeller og deres holdbarhed
1 matematikundervisningen. Og mulighederne er mange. Man kan arbejde med selve modelaspektet
(regner man 40 ar ud i fremtiden regner man pé en stor gruppe som end ikke er fadt endnu) og med
fremskrivningsfaktor (eksponentialfunktion). Inddrager man Dream-model-gruppens arbejde (som
velferdskommissionen bl.a. bruger) kan man arbejde med estimering af koefficienter (regression),
med differentialligninger og sandsynlighedsregning alt athengig af hvilket niveau man har og hvor
langt man er kommet i forlebet.

Formal:

— kunne overseatte mellem symbolholdigt og naturligt sprog, og selvstendigt kunne anvende
symbolholdigt sprog til at beskrive variabelsammenhange og til at lase problemer med ma-
tematisk indhold

— anvende funktionsudtryk og afledet funktion 1 opstilling af matematiske modeller pa bag-
grund af datamateriale eller viden fra andre fagomrader, kunne forholde sig reflekterende til
idealiseringer og rekkevidde af modellerne, kunne analysere givne matematiske modeller
og foretage simuleringer og fremskrivninger

Niveau:
B- eller A-niveau afthangig af hvad man valger at fokusere pa.

Samarbejdsmuligheder:

Undervisningsforlgbet kan med fordel tilretteleegges i et samarbejde med samfundsfag pé en studie-
retning. Velferdssamfundet og udfordringerne for velfaerds-samfundet er et emne som gennemgas
pa begge niveauer. Men forlgbet kan ogsa vaere et tema i almen studieforberedelse, hvor den histo-
riske baggrund for udviklingen af det danske velfeerdssamfund 1 1900-tallet gennemgas 1 historie,
dansk og hvor matematik inddrages.

Indhold:

Matematik: Eventuelt beregning af personskat i Excel. En model for en virksomhed. Selskabsskat-
ter, moms og virksomhedsadfard. Virksomhedens produktions-funktion, grenne afgifter. (Nikolaj
Malchow-Magller :”Matematik og ekonomi”, kapitel 2 og 3 (eventuelt kun til s.45) samt opgaver til
kapitlerne).

Samfundsfag: Velfaerdsmodeller. Velfaerdsstaten under pres. De forskellige former for skat.
Gruppearbejde med Finansminister-spillet. Lafferkurven og artiklen : ”Afgiftspolitik: Danmark 1
top med grenne afgifter”

Felles: Diskussion/tolkning af resultaterne af modelberegningerne.

Evaluering af forlgbet. Et afsluttende selvstendigt gruppearbejde/projekt, hvor begge fag indgér og
som bedemmes 1 begge fag.
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Timeforbrug:
Der vil vaere meget stor forskel pd hvor lang tid et forleb kan tage — fra 5 til 20 timer afthengig af
valget af de matematiske emner.

Arbejdsformer:
Larerstyret gruppearbejde og mere selvstaendigt projektarbejde.

Anvendelse af IT og veerktgjsprogrammer:
Excel regneark og almindelige grafregnere.

Undervisningsmateriale:

Gangse lerebeger 1 matematik.

Samfundsfag/Den digitale handbog til samfundsfag — udgives 1 opdateret udgave hvert ar ved jule-
tid. Forlag Columbus.

www.statistikbanken.dk

www.dreammodel.dk

Jorn Henrik Petersen og Jesper Jespersen: Velferdsstat og fordeling mellem generationer fra 713
udfordringer til den danske velfardsstat”, redigeret af Jorn Henrik Petersen og Klaus Petersen, Syd-
dansk Universitetsforlag.
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Eksempel 236:
Kasteparablen i idraetten
- et forlgb til i samarbejde med fysik, idreet eller til almen studieforberedelse

Formal: Eleverne skal indse, at der findes umiddelbare sammenhange mellem de tre fag. De skal
leere at se den fysiske kasteparabel 1 de idratter de normalt beskeftiger sig med, og de skal lere at
beskrive den med matematiske udtryk.

Mal: Eleverne skal ud fra videoklip af (evt flere forskellige) kast i idraetten hente maleresultater,
som se&tter dem 1 stand til ved regression af finde den matematiske sammenhang mellem forskellige
variable, og derigennem efterprove teorien for det skra kast, herunder pavisning af at den vandrette
hastighed i bevagelsen er konstant samt maling af tyngdeaccelerationen.

Tidsramme: 10-12 lektioner
2 lektioner til videooptagelser, 4-6 lektioner til videoredigering (indsatning af koordinatsystem og
aflaesning af data), 2 lektioner til databehandling, 2 timer til rapportskrivning.

Problemformulering: Fglger et hvert objekt samme beveaegelsesbane i et kast? Fx basketball (lay-
up), fodbold (halvtliggende vristspark), tennis (forhand, flugtning), bordtennis (forhédnd), badminton
(clear), volleyball (fingerslag, baggerslag), salto pa gulv osv.

Procedure:
Man optager et basketball kast (videoklip, digitalt, typisk 25 billeder pr. sek) med kalibreringskegler
til afstandsméling. Boldens bane plottes i et (X,t)-koordinatsystem og i et (y,t) -koordinatsystem

med y-aksen gennem personen, der kaster og med x-aksen pa gulvet, hvor boldmarkeringen/punktet
afsattes for hver 1/25 sekund (eller hvor mange billeder man nu ensker at bruge). Man laegger sé et
koordinatsystem ind i videosekvensen. Hvis man har videoredigeringsverktej til alle, sa kan elever-
ne arbejde 1 grupper med hver deres kast/idreet, ellers kan man bruge farre billeder og lade eleverne
lave deres eget diasforleb over disse. Alternativt kan alle arbejde med samme kast, som lareren har
forberedt.

Herefter opstiller eleverne en tabel med t-, x- og y-vardier, som de kan bearbejde med henblik pa at
finde sammenh@ngen mellem X og t (linezr regression) samt bestemme den vandrette hastighed,
som jo er konstant. De kan finde sammenhangen mellem y og t (kvadratisk regression), bestemme
en model for den lodrette hastighed ved at differentiere y(t) og give et skon over den lodrette ha-

stighed til forskellige tidspunkter fx nér bolden rammer kurven i et basketballkast. Endvidere kan de
give et skon over den lodrette acceleration, som jo ogsé er konstant.

Produkt: Rapport (eksempel pa indhold)

Gor kort rede for teorien omkring det skré kast.

Ud fra det bearbejdede videoklip/diasshow skal I udfylde et skema svarende til folgende ved aflees-
ning af boldens koordinater (antallet af data vaelge man selv afthaengig af procedure):

t/s 0.00 [ 0.10 | 0.20 [0.30 | 040 |0.50 [0.60 | 0.70 | 0.80
X/m
y/m

Indlees alle data 1 dit matematikprogram/grafregner.
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Opgaver:

Lav et (X,t)-plot og find ved regression den matematiske sammenhang, der er mellem den

vandrette afstand X og tiden t. Beskriv denne sammenhang samt den made hvorpé I har fun-
det frem til denne.

Giv ud fra den fundne sammenhang et sken over den vandrette hastighed, som objektet be-
vager sig med.

Lav derefter et (y,t) -plot og find ved regression den matematiske sammenheang der er mel-

lem den lodrette afstand y og tiden t. Beskriv denne sammenhang samt den made hvorpé I
har fundet frem til denne.

Find ud fra den sammenhaeng I har fundet mellem y og t et udtryk for den lodrette hastighed,
y

som objektet beveeger sig med (enten ved regression pa T og t eller ved differentiation

(2.g)), og find den lodrette hastighed til tiden t =0 og til tiden hvor bolden gar i kurven (ba-
sketball) eller stoppes af en medspiller (andet).

Bestem herefter et mal for tyngdeaccelerationen ud fra den fundne sammenhaeng mellem
den lodrette hastighed v, og tiden t. Kommenter resultatet.

Rapporten skal indeholde alle anvendte tabeller og plots.

Evt. udvidelse:

Eleverne kunne overveje hvor god modellen er, idet begreber som forklaringsgrad (r*), korrelati-
onskoefficient (r ) og mindste kvadraters metode inddrages.

Endvidere kan man arbejde med en sammenklipning af de forskellige kast, som prasenteres sam-
men med teorien 1 en lille videofilm, som kan vises for andre pa skolen, foraldre etc.

Eksempel pa diasbilleder:
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Eksempel 270:
Rum og dimension — om Abbott Abbotts Flatland
- et samarbejde i almen studieforberedelse eller mellem matematik og engelsk

Indhold og problemformuleringer: Hvordan oplever vi rummet? Hvad ger rumopfattelsen ved os?
Kan vi forestille os, at rummet kunne se anderledes ud, end vi tror? Kan vi forsta, hvad et krumt
rum er? Kan vi leve i et krumt rum? Kan vi opdage, at vi lever i et sddant rum? Hvad er den fjerde
dimension?

Det er lettere at fa et indtryk af disse spergsmal, ndr man beveger sig en dimension ned fra den 3
dimensionale verden: Hvordan ville livet i Flatland vaere? Hvordan ville fladleenderne opleve hin-
anden? Hvordan ville de opleve krumningen, hvis de levede pa en kugle? Her er det sa heldigt, at
E.Abbott Abbott har givet sin version af livet i Flatland i bogen med sammen titel. Bogen er en sci-
ence fiction roman fra 1884. I denne version af Flatland er mandene polygoner eller cirkler, mens
kvinderne er ndle. Hvordan kender man forskel pd en mand eller en kvinde i dette univers? I Ab-
botts udgave af Flatland er der regler for det sociale liv (som selvfelgelig afspejler problemer ved de
sociale regler 1 England omkring 1880). Der er ogsa besog i landet med en dimension mindre, Line-
land, og der kommer besog fra landet, der har en dimension mere, Spaceland.

Fra Flatland er der mange veje at gd: Geometrien pa en kugle, Gauss’ forseg pé ved maling at afger,
om vi lever i et krumt rum. Kants er kendelsesformer, hvor det apriorisk ligger fast, at vi lever i et
euklidisk rum, den hyperbolske geometri, Den frisettende betydning af opdagelsen af de nye geo-
metrier (sfeerisk, hyperbolsk og mange flere) omkring 1850 (HC Hansen: ), Rudy Rucker: Den
fjerde dimension.

Niveau: A, B.

Timeforbrug: Det er svert at satte et pracist antal timer pa. Det hele athanger af, hvor meget man
vil tage med, bl.a. om man vil leese hele Abbotts bog eller kun uddrag. Sa forbruget kan veare alt fra
5 moduler 4 95 minutter til 12 sddanne moduler.

Samarbejdsmuligheder: Kunne vare et forleb i Almen studieforberedelse. Mulige samarbejdspart-
nere: Engelsk.

Undervisningsmateriale:

1)Edwin A. Abbott: Flatland, Penguine Books 1987, Classic Science Fiction, Skrevet 1884
(Humor, stire, logic, all combined in a brilliantly entertaining classic of the forth dimension)
2)Rudy Rucker: The fourth dimension, Houghton Mifflin Company Paprback, 1984
3)Stewart, . : Flatterland — Like Flatland Only More So, (2001).

4)Davis, P. J. & Hersh, R. : The Mathematical Experience, (1981), s. 400-406.

5)Lewis Caroll: Alice in Wonderland
http://etext.lib.virginia.edu/toc/modeng/public/CarAlic.html
http://falcon.jmu.edu/~ramseyil/carroll.htm

Lewis Caroll Homepage: http://www.lewiscarroll.org/carroll.html

6)R.Newman: The world oif Mathematics, Vol.4, p2375-2386, Lewis Caroll and What the Tortoise
Sad to Achilles and Other riddles.

Thttp:// www.eldritchpress.org/eaa/FL.HTM

8)http://www.alcyone.com/max/lit/flatland/
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Eksempel 280:
Sammenligning af to maleserier
- et eksempel pé et forleb indenfor emnet statistik

'Sammenligning af to maleserier' er et eksperimentelt projekt, der handler om deskriptiv statistik
udbygget med en simpel hypotesetest. Udgangspunktet er et autentisk datamateriale, fx en underse-
gelse af elevernes reaktionstider. De eksperimentelle data fremstilles grafisk pa forskellig vis. Her-
under ber man diskutere middelvardi og median, samt diskutere deres fordele og ulemper. Denne
forste del er rent deskriptiv og kan fx munde ud i karingen af klassens hurtigste elev. I projektets
anden del skal klassen sammenligne to méleserier, fx for at afgere om der er forskel pé piger og
drenges reaktionstid. Klassen diskuterer i faellesskab mulige teststorrelser, og der veelges en bestemt
teststorrelse, fx forskellen mellem medianerne for de to grupper. Scramblings-metoden introduce-
res, fx via et historisk datamateriale, hvorefter méleserierne scrambles og man finder eksperimentelt
fordelingen for teststorrelsen. Dette kan med fordel forst gores 1 hdnden (hvor man samler klassens
resultater, idet hver elev fx handscrambler 4 gange ved at blander kort med de observerede vardier)
og derefter pa maskine. Derefter diskuteres det 1 fellesskab om den observerede forskel er rimeligt
sandsynlig eller hgjst usandsynlig (eller midt imellem), og hvad konklusionen bliver.

Mal: at tilgodese kravet om at eleverne skal kunne arbejde med — simple statistiske metoder til
handtering af et datamateriale, grafisk preesentation af et statistisk materiale, simple empiriske stati-
stiske deskriptorer.

Niveau: Projektet egner sig til grundforlebet. Der er muligheder for senere at vende tilbage til eks-
perimentet pa de hejere niveauer 1 forbindelse med mere avancerede overvejelser om hypotesetest
med baggrund i teoretisk sandsynlighedsregning. Fx kan scramblings-metoden sammenlignes med
kanoniske tests som det parametriske t-test eller det ikke-parametriske Mann-Witney test.

Samarbejdsmuligheder: Projektet kan afvikles i matematik, men kan ogsa indgé i et samarbejde
med fx naturvidenskabeligt grundforleb eller samfundsfag C omkring beskrivelse og test af dataseet.

Arbejdsformer og timeforbrug: 6.x 45 minutter

Eksperimentet med den deskriptive del tager typisk en dobbelttime, men kan sagtens udvides med
en mere generel undersggelse af fx middelverdien og medianen. Hypotesetesten kraver tilsvarende
som minimum en dobbelttime med introduktion af scramblingsmetoden, samt elevernes gennem-
gang af deres egne méleserier. Dertil kommer efterbehandlingen af elevernes resultater.

Anvendelse af it og veerktgjsprogrammer: Det er oplagt at skrive rapport om savel eksperiment som
hypotesetest med brug af det statistikvaerktej, man alligevel vil benytte 1 det daglige, fx regnearket
Excel, statistik- og modelleringsprogrammet Fathom, eller CAS-programmet TI-Interactive. Det er
ikke alle programmer, der er fodt med en scramblings-kommando (der kan udfere en tilfeldig per-
mutation af en liste), men de kan udvides med sma programmer, der klarer denne del af sagen. Gra-
fiske lommeregnere kan glimrende bruges til den deskriptive del, men vil vare for langsom til om-
fattende realistiske scramblinger.

Undervisningsmaterialer: Eksperimentet om reaktionstid med tilherende elevinstruktion er beskre-

vet 1 detaljer 1 heftet 'Hvem er den hurtigste'. Et tilsvarende historisk eksempel er gennemgéet 1
haftet: 'Challenger ulykken'. Der er tale om laerermaterialer med diskussion af begreber og metoder.
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Man kan efter behov supplere med noter om elementar deskriptiv statistik omhandlende medianer,
kvartiler, boksplots mm.
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Eksempel 282:
Random Walk
- et eksempel pa et forlgb indenfor emnet sandsynlighedsregning/statistik

'Random Walk' er et le&ngerevarende eksperimentelt baseret forleb, der handler om tilfaeldighed og
sandsynligheder. Random walk i én dimension fungerer som prototypen pd en sum af tilfeldigt va-
rierende storrelser og kan opfattes som en let tilgeengelig diskret udgave af normalfordelingen. Der
arbejdes bdde med konkrete simuleringer (mentkast) og computersimuleringer af en random walk.
Der arbejdes tilsvarende med den teoretiske standardmodel for en random walk i1 form af et binaert
trae med tilherende ideelle hyppigheder/sandsynligheder og sammenhangen mellem de ideelle hyp-
pigheder/sandsynligheder og Pascals trekant. P4 basis af eksperimenter og modeller for en random
walk opdages/udledes reglerne for forventningsverdi og spredning samt de karakteristiske sandsyn-
ligheder herende til de forskellige typer af udfald: Normale udfald og exceptionelle udfald. Forlebet
afrundes naturligt med udferslen af en random walk test, fx en smagstest.

Mal: at bidrage til det supplerende stof med kravet om anvendelse af mindst to typer statistiske eller
sandsynlighedsteoretiske modeller, samt indsamling og bearbejdning af data til belysning af en op-
stillet hypotese.

Niveau:

Projektet egner sig til MatB og MatA. Der er mange muligheder for passende generaliseringer til fx
binomialfordelingen med de tilherende test 1 binomialfordelinger eller til den kontinuerte normal-
fordeling med de dertil herende forskellige former for test i normalfordelinger.

Samarbejdsmuligheder: Projektet kan afvikles i matematik, men kan ogsa indgé i et samarbejde
med fx et naturvidenskabeligt fag omkring opferslen af stokastiske variable og test af simple sam-
menhange. Forlgbet kan ogsé suppleres med et tveerfagligt tema i samarbejde med dansk om bru-
gen af matematiske metaforer 1 litteratur.

Arbejdsformer og timeforbrug: 15x 45 minutter

Der veksles mellem konkrete eksperimenter med fx mentkast, simuleringer med brug af grafisk
lommeregner eller statistikprogram pa computer, regnegvelser og sammenfatning af de eksperimen-
telt baserede indsigter.

Anvendelse af it og veerktgjsprogrammer: Det er oplagt at bruge det statistikveerktej, man alligevel
vil benytte 1 det daglige, fx regnearket Excel, statistik- og modelleringsprogrammet Fathom, eller
CAS-programmet TI-Interactive. De understotter alle simuleringer af Random walk, regning med
binomialkoefficienter osv. Ligeledes kan enhver grafisk lommeregner bruges til at simulere random
walks, regne med binomialkoefficienter osv.

Undervisningsmaterialer: Undervisningsforlebet om random walk findes i haeftet 'Tilfaeldighedens
natur — naturens tilfeldighed'. Undervisningsforlgbet kan baseres udelukkende pa dette hafte. Et
supplerende eksempel pd anvendelsen af random walk som en littereer metafor kan man finde i ung-
domsbogen '"Tusind kugler' af den svenske forfatter Peter Pohl. Eksperimenter med simuleringer af
kuglebaner i et Galtonbradt er gennemgéet i haftet: 'Tusind kugler'. Der er tale om et lerermateria-
le 1 tilknytning til den fernavnte bog af Peter Pohl med eksempler pé afprevning af forskellige ma-
tematiske pastande fremfort i bogen. Elevinstruktionerne til disse eksperimenter med tilherende
citater fra bogen er inkluderet 1 dette haefte.
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Eksempel 283:
Kan man smage forskel?
- et samarbejde mellem matematik og biologi

Emnet:

Hypotesetests er et emne, der kan vare sveart at forsta for eleverne, hvis ikke der gives en hel masse
eksempler. Med de moderne CAS varktejer forsvinder det beregningsmeessige arbejde, og eleverne
kan 1 stedet koncentrere sig om at jonglere med for eksempel hypotese, P-vardi og signifikansni-
veau.

Niveau:
Matematik A-niveau og Matematik B-niveau.

Samarbejdsmuligheder:
Biologi C-, B- eller A-niveau. Der findes eksempler indenfor kernestoffet pa alle tre niveauer.

Timeforbrug:
Eleverne skal pa forhand have stiftet bekendtskab med sandsynlighedsregning og have lavet nogle
ovelser 1 biologi. Hypotesetests med eksempler: 15 timer.

Forleb og arbejdsformer:

I den indledende del af forlabet vil lererstyret gennemgang af begreberne vaere fordelagtigt. Senere
i forlebet ber eleverne arbejde i grupper. Man kunne fx starte med at anvende og diskutere en sa-
kaldt triangel-test. Med denne svares pa spergsmal som: Er det muligt at smage forskel pa Carls-
berg og Tuborg, eller to forskellige cola-typer. Denne test er meget brugt ved levnedsmiddel-
undersogelser.

Hver deltager far udleveret tre kodede prover, hvoraf to er ens og en er forskellig fra de andre (dvs.
to glas med det ene og ¢t glas med det andet. Efter at have smagt pa proverne skal hver person ud-
pege den prove, der er forskellig fra de to andre prover.

Eksperimentet kan beskrives med en binomial-model, hvor der indferes en stokastisk variabel X,
som angiver antal rigtige svar. Vi antager, at X er binomialfordelt med antalsparameter n og sand-
synligheds-parameter p, og opstiller den hypotese, at der ingen forskel er pa de to produkter, dvs. at
sandsynlighedsparameteren p i binomialfordelingen er ;.

Kan vi pé basis af vore observationer tro pa hypotesen? Eller: vil vi acceptere eller forkaste hypote-
sen.
Hyvis hypotesen skulle vaere sand, ville vi forvente en observeret vaerdi af X pd n- 1.

Vi vil forsege at afgere, om den observerede verdi af X ser sandsynlig ud i dette lys.

Dette gores ved at finde p-veerdien eller testsandsynligheden, der angiver sandsynligheden for at
observere noget, der er mere eller lige sa ekstremt” som det, vi rent faktisk observerede, under
forudsetning af, at hypotesen er sand.

Hvis p-veerdien er lille, tror vi ikke pa hypotesen. Hypotesen forkastes.

Hvis p-veerdien er stor, tror vi pa hypotesen. Hypotesen accepteres.

Graensen sattes typisk ved 0,05 = 5%.

Et kort forleb kan afsluttes med elevundersogelse af tilsvarende faenomener, hvor de selv formulerer
speargsmal og opstiller hypoteser.

I et lengere forleb kan man valge at fordybe sig yderligere 1 hypotesetest og inddrage eksperimen-
telle metoder.

Stx-bekendtgarelsen, juli 2008 — bilag 36 69



Anvendelse af IT og verktejsprogrammer:

Grafregneren eller CAS-verktojer benyttes til beregning af losningerne. Excel kan med lidt ovelse
lave test. FATHOM er et godt program, der bade laver de statistiske tests og grafer, og tillader ele-
verne at simulere tusinder af observationer, sa de grafisk kan se, hvor deres eget forsegsresultat
ligger 1 forhold til helt tilfaldige observationer. Det giver en god fornemmelse for begrebet signifi-
kansniveau.

Undervisningsmaterialer:
Inspiration kan hentes i materialet: Hypotesetests i biologi, samt Kan man smage forskel — et ek-
sempel pa triangeltest p4 matematiks hjemmeside pa fagets side pd emu’en.
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Eksempel 293:
Vakstmodeller og differentialregning

Forlebet samler vekst og differentialregning. Det forudsatter, at klassen/holdet har gennemarbejdet
forskellige typer af funktioner og differentialregning.

Mal
Malet er at give eleverne/kursisterne en opsamlende og sammenhangende forstielse for vaekst og
dermed differentialregning.

Niveau
Forlebet er for B-niveau pd hf og i gymnasiet.

Samarbejdsmuligheder
Forlebet vil ved at inkorporere relevante eksempler kunne gennemfores i samarbejde med naturvi-
denskabelige fag eller med samfundsfag.

Arbejdsformer
Forlebet gennemfores som projekt- eller emneforleb med gruppearbejde og afsluttende med en rap-
port.

Timeforbrug
Timeforbruget i matematik vil vere ca. 4 klokketimer.

Indhold

Vekstmodeller:

1. Beskriv, hvordan differentialkvotienter kan anvendes til at beskrive karakteristiske treek ved
vaeksttyperne omtalt nedenfor.

2. Hvad kan man slutte om en funktion og om det grafiske forlgb ud fra kendskab til den afledede
funktion? Opstil selv nogle forskellige antagelser om den afledede og prov at r&esonnere dig til
egenskaber ved funktionen.

Linezer vakst

Eksempel

I perioden 1991 — 2002 kan antallet af dankortbetalinger i Danmark med god tilnermelse beskrives
ved hjelp af funktionen f(x)=33x+109, hvor X er antal ar efter 1991, mens f(x) beskriver antal af

dankortbetalinger i millioner.

(Kilde: Eksamensopgave hf faellesfag aug. 2004)

Eksponentiel vaekst

Eksempel

Koncentrationen af en type medicin i blodet hos en patient kan beskrives ved funktionen
f(x)=11,5-0,8453", hvor X er antal timer efter indsprejtning, og f(x) er koncentrationen af medici-

nen i blodet i milligram pr. liter.

(Kilde: Eksamensopgave hf fellesfag aug. 2002)

Potensvaekst

Eksempel

Antallet arter af krybdyr kan i et omrade beskrives ved funktionen f(x)=3-x"", hvor X star for

kvadratkilometer, og f(x) star for antal arter af krybdyr.
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Logistisk vaekst
Eksempel

160

1+180.000-e "%’
antal maneder efter varen er kommet i handlen, mens f(t) er antal solgte varer i tusinder.

Salget af en modevare 1 Europa kan beskrives ved funktionen f(t) =
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Eksempel 294:
Matematiske modeller og SD-diagrammer

SD-diagramteknikken (System Dynamics) opstod i forbindelse med udarbejdelsen af den model,
der ligger til grund for ”Graenser for vaekst” og er en simpel méde at opstille et grafisk diagram til
illustration af sammenhange i et dynamisk system. Nar diagrammet forst er opstillet, kan man me-
get nemt udarbejde et regneark, der leser modellen efter Eulers metode, og viser lgsningerne som
grafer af modellens variable. Her kan man variere indgaende konstanters vaerdi og straks se @ndrin-
gerne grafisk. Man kan ogsa valge at opstille de differentialligninger, der beskriver modellen, ud
fra diagrammet, og s& eksempelvis anvende CAS-varktejer til at lose disse. Selve SD-
diagramteknikken er s& enkel, at den nemt kan tilpasses matematikundervisningen pa alle niveauer.

Mal: - kunne analysere givne matematiske modeller og foretage simuleringer og fremskrivninger

- differentialligningsmodeller, herunder bade opstilling, anvendelse og lesning af differentiallignin-
ger

- anvende it-varktejer til losning af givne matematiske problemer.

Nivaeu: Meget velegnet pa A-niveau til introduktion af differentialligningsmodeller og pa B-niveau
som introduktion til fortolkning af differentialkvotient og opstilling af modeller med differentiallig-
ninger,

Samarbejdsmuligheder: Forlebet kan afvikles i et samarbejde med andre naturvidenskabelige fag,
der benytter dynamiskes modeller. Fx radioaktive isotoper i fysik, modeller for gkosystemer i bio-
logi , fx fiskerimodeller, modeller for befolkningsudvikling og levevilkar i samarbejde med natur-
geografi og samfundsfag, modeller for grundvandsstremninger i samarbejde med geografi, reakti-
onskinetik 1 kemi.

Arbejdsformer og timeforbrug: Arbejdet med SD-diagrammer leegger op til, at eleverne selv arbej-
der med forskellige simple modeller forst inden de kastes ud i sterre modelopbygninger. Herved
treenes de at udvaelge relevante variable til beskrivelse af det fenomen, der modelleres. Dette ud-
trykkes 1 de sakaldte “kasser” i SD-diagrammerne. Flow’et mellem de forskellige kasser indferes i
modellen som ”stremningspile” og flowhastigheden prasenteres af de sdkaldte haner” i diagram-
met. Modellens granseflade til omgivelserne prasenteres af ”skyer” og endeligt indfejes sammen-
hange mellem de forskellige storrelser. Dette introduceres 1 et konkret eksempel og eleverne arbej-
der s& med at opstille modeller selv enten over selvvalgte faanomener eller fenomener, som lereren
har udvalgt. Det kunne vere: spredning af en sygdom, radioaktive henfaldskeder, udvikling af en
population bestdende af tre aldersklasser: bern, fertile voksne, voksne over den fertile alder, rygte-
spredning, ekosystemer med rovdyr og byttedyr, modeller for veekst af et dyr (veekstmodeller for
fisk). Nar modellerne og opstillet i SD-diagrammer overferes de til regneark/CAS-varktgjer og
loses. Forlabet kan 1 matematik afsluttes med at eleverne fremlagger deres model og resultater og
samtidig forholder sig kritisk til modellens begrensninger.

Anvendelse af veerktgjsprogrammer: Anvendelse af regneark og CAS-verktojer er nedvendigt.
Undervisningsmaterialer: Der er flere gode introduktioner til SD-diagrammer, fx ’Manhattan Pro-

jektet” (Munksgaard 1994) hvor diagramteknikken anvendes pa radioaktive isotoper, men som ud-
market kan bruges til blot at introducere selve SD-symbolikken.
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Eksempel 302:
Statistik, formidling og medier
- et samarbejde mellem matematik og dansk, evt. i almen studieforberedelse

Emne:

Bag mange af mediernes informationer ligger statistisk materiale (f.eks. 1 opinionsundersogelser,
ndr talen er om trafikoftre eller ledighedstal, ja, sdgar 1 vejrudsigten). Hvordan formidles dette mate-
riale 1 den videnskabelige offentlighed og i den brede offentlighed, og hvad sker i transformationen
fra statistik til nyhedsindslag? Har man som udenforstdende en chance for at kunne gennemskue om
det statistiske argument er ledigt? Hvad fir man ud af statistisk materiale? Hvad kan man konklude-
re? Hvordan kan man formidle et sdidant materiale, sa man bade respekterer de statistiske kendsger-
ninger og forbehold og de journalistiske krav?

Formal: At satte fokus pa hvorledes man stiller spergsmal til og henter svar fra et statistisk mate-
riale, samt hvorledes man formidler en viden herom.

Niveau
Forlabet er for bade B og C-niveau pa hf og i gymnasiet.

Samarbejdsmuligheder
Forlebet vil kunne tilretteleegges 1 samarbejde med dansk, hvor eleverne/kursisterne 1 dansk kan
formulere mindre artikler underve;s.

Arbejdsformer
Gruppearbejde.

Timeforbrug
Timeforbruget i matematik vil vare 3-4 klokketimer. Hertil kommer timer i dansk.

Undervisningsmaterialer
Pé fagets side pd emu’en ligger forslag til konkret opgave. Man kan dog lige sd vel hente aktuelt
materiale fra medierne, eller lade sig inspirere af materialet om stikprever pé fagets side pd emu’en.
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Eksempel 305:
Centralperspektiv og verdiperspektiv
- et samarbejde mellem matematik og andre fag i almen studieforberedelse

Et emneforleb om renassancen kunne satte fokus pé forholdet mellem individ og samfund. Der
kunne tages udgangspunkt i den sorte ded og forholdet mellem religion og civilsamfund. Eller vaeg-
ten kunne laegges pa at undersege baggrunden for de norditalienske bystaters opblomstring og for
de nye forestillinger om “den gode og den darlige regering”. Hovedparten af emneforlobet skulle
anvendes til at undersege spergsmal som: Hvilken rolle spillede genopdagelsen af antikken og den
gryende videnskabelige selvbevidsthed for den kunstneriske udvikling fra verdiperspektiv til cen-
tralperspektiv? Hvordan malede man i middelalderen? Hvad prevede man at fremstille? Hvorfor
begyndte onsket om at gengive det, man ser? Hvilken rolle spillede religionen? Hvordan ndede man
frem til en ny malestil, hvorefter det at male i hgjere grad kom til at handle om at se? Hvilke regler
er der for perspektivtegning? At se er ogsa at undersege verden? Er det naturvidenskab at male?
Hvilken rolle spillede @ndringen i malekunsten i overgangen fra Aristoteles’ verdensbillede til
Newtons? Der kunne i emneforlebet arbejdes med billedanalyser, leeses primartekster, ligesom en
studietur naturligt kunne indga.

Deltagende fag kunne veere:
Matematik, dansk, billedkunst, religion, italiensk, samfundsfag, historie, oldtidskundskab.

Indhold i matematik:
Et forleb om perspektivgeometri. Evt. med inddragelse af laesning af sider fra Albertis eller andre
klassiske fremstillinger af reglerne for at tegne perspektivisk.

Arbejdsformer:

Efter en introduktion fra de deltagende fag arbejdes med projekter. De deltagende fag laver falles
opleg hertil.
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Eksempel 307:
Billedanalyse
- et projekt i samarbejde med fx dansk, tysk og engelsk

Niveau: 1g: B-niveau
Tidsforbrug: 8 moduler &4 90 minutter

I. Matematik: Perspektivtegning. Materiale:
http://www.ci.kk.dk/skoler/ng/teachers/FC/homepageflemming/index.htm

Problemformulering I: Hvordan konstruerer man en terning og et hus perspektivisk? Hvordan
halverer man et linjestykke og en vinkel perspektivisk?

Gruppedannelse: Dannet af lereren

Arbejdet i grupperne: Gruppens beslutninger, herunder lektier nedfzldes pé et logbogsblad og
afleveres efter modulet. HUSK: Der er lektier til hver gang.

Start timen med at gennemg4 lektierne og spergsmaél til dem. Individuelle arbejdsopgaver gennem-
gés for de gvrige 1 gruppen.

Produktkrav: Rapport

Krav til rapporten:

1 Hvert gruppemedlem skal bidrage med en underskrevet del. Alle i gruppen skal vere inde i det
stof gruppen som helhed har arbejdet med.

2 Der skal vaere en precis litteraturliste over anvendt materiale, herunder de sider, som hgrer med
til gruppens pensum inden for projektopgaven.

3 Der skal vaere tydelig kildeangivelse, nér en regel, stning eller pastand anvendes uden bevis
eller argumentation.

4 Rapporten skal omfatte en beskrivelse af hver af konstruktionerne samt en begrundelse for, at de
er rigtige. Konstruktionerne skal udferes omhyggeligt, og hvert gruppemedlem udferer to konstruk-
tioner, der indgér i rapporten. Konstruktionerne skal tilsammen daekke konstruktionerne i problem-
formuleringen.

I1. Besog pa Statens museum for kunst
Hver gruppe analyserer et antal billeder med anvendelse af de forskellige fags analyseredskaber.
Som indledning til besoget gennemgar hver lerer en analyse af et maleri, som lareren har valgt —

og som maske i s@rlig grad illustrerer analyseredskaber, som vedkommendes fag har bidraget med.

Problemformulering I1: Hvilken rolle spiller anvendelsen af perspektivtegning eller udeladelsen
deraf i analysen af et billede? Hvordan analyserer man et billede?

Produktkrav II: En rapport over besgget.
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Eksempel 313:

Det gyldne snit og Fibonaccitallene

- et samarbejde mellem matematik dansk og evt. andre fag i almen studieforberedelse, med detalje-
ret beskrivelse af et projektorienteret arbejde.

Samlet omfang: Ca. 20 lektioner i alt.

Uge 1-2: Optakten

Introduktion til det gyldne snit i dansk og matematik (5 lektioner), efterfulgt af felgende:

valg af projekttitel (3 1 prioriteret reekkefolge), som danner grundlag for gruppedannelsen. Titler,
som kun fa eller ingen vealger, falder bort (1 lektion). Laererne sammensetter grupperne efter de
afgivne onsker.

Gruppesammensatning (3-4 personer pr gruppe) meddeles og arbejdsformen prasenteres bl.a. ar-
bejds- og samarbejdslogbog mv. (1 lektion)

Forsteprojektgruppemede: Forventninger til samarbejdet. Arbejdsplan udarbejdes — alle har lige
stort ansvar for alle dele af produktet. (1-2 lektioner athengigt af elevernes kendskab til formen)

Uge 3: Projektugen

Projektarbejdet er tilrettelagt med et omfang pa 10 lektioner.

I skemaet er der planlagt timer som mulighed for felles face-to-face tid. Det er valgfrit, om man
onsker at medes pa de angivne tidspunkter.

Obligatorisk midtvejsvejledning

Midt i projektperioden skal hver gruppe konsultere en af leererne for konstruktiv feedback. Hver
gruppe aftaler en tid for ca. 20 min. face-to-face vejledning.

Onskes vejledning virtuelt (asynkront) kan grupperne over hele perioden skrive et indleg 1 det
overordnede projektrum herom, og vejlederne vil derefter hurtigst muligt kommentere. Det er natur-
ligvis vigtigt at grupperne praciserer, hvad man ensker kommenteret og hvor 1 gruppens projektrum
dokumenterne ligger (man kan evt. linke til dokumentet i sit indleeg). Der kan som minimum for-
ventes svar fra dag til dag.

Onsker grupperne virtuel vejledning synkront via chat kan dette aftales pa samme méade.

Produktkrav

Hver gruppe udarbejder et skriftligt materiale svarende til 5-6 sider. Produktformen vaelger gruppen
selv — det kan vare prasentation, hjemmeside, worddokument m.v.

En del af dette produkt skal formidles til resten af klassen i en 20 min. fremlaeggelse, hvori alle
gruppens medlemmer deltager. Til denne fremlaeggelse udarbejder hver gruppe en synopsis pé 1
side. Der skal vare overvejelser omkring bade indhold og form (hvad og hvordan).

Bedemmelse og Afleveringsfrist

Béde projektrapporten og synopsis samt fremleggelse vurderes.

Der gives individuelle karakterer til gruppens medlemmer.

Produkt og synopsis afleveres i afleveringsmappen (der er oprettet en mappe til hver del) i projekt-
rummet senest (deadline angives).

Materialer
Pé fagets side pd emu’en ligger et samlet projektopleeg med forslag til 9 forskellige projekttitler,
litteratur samt links.
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Eksempel 401:

(For yderligere materiale om eksamen henvises til matematiks side pa emu’en pa adressen:
http://www.emu.dk/gym/fag/ma/undervisningsministeriet/eksamen.html)

Liste over gennemfeorte forleb. B-niveau. Skabelon

Samspil med andre fag

1.

2

3

4

Almen studieforberedelse

5

6

7

8

Matematik

9

10

11

Kursusforleb

12

13

14

Gennemforte undervisningsforleb (til brug for lereren) B-niveau.

Forleb — 1.12.13.]4.[5.]6.]7.[8.19.]10.|11.

Faglige mal 2.1 |

Variable

Statistik

f(x) og modellering

f’(x) og [ f(x)dx

Geometriske modeller

Rasonnement og bevisforelse

Anvendelse af matematik

Historisk, videnskabelig, kulturel
udvikling

It

Supplerende stof 2.3

Rasonnement og bevis

Modeller

Statistiske modeller

Matematikhistorisk projekt
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